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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРИВЕДЕННОЙ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ЖЕСТКОСТИ 

КРУЧЕНИЯ ДЛЯ СЕЧЕНИЙ В ФОРМЕ ФИГУР, ПРОМЕЖУТОЧНЫХ 

МЕЖДУ КРУГОМ И ПРАВИЛЬНЫМ МНОГОУГОЛЬНИКОМ 

 
Проблема расчета упругих стержней на кручение является одной из наиболее важных 

современных проблем в области строительной механики. Многие строительные конструкции в 

виде стержневых систем испытывают деформации кручения. При расчете таких конструкций 

в первую очередь определяется геометрическая жесткость их сечений. Этот физический па-

раметр используется при оценке напряженно-деформированного состояния элементов кон-

струкций, работающих на кручение. В строительной механике и теории упругости известно 

лишь несколько решений по определению геометрической жесткости сечений в виде эллипса, 

прямоугольника, равнобедренного треугольника. При более сложных сечениях используются 

приближенные методы расчета, в основном численные.  

В последние два десятилетия при исследовании и решении двумерных задач теории 

упругости и технической теории пластинок активно развивается и используется геометриче-

ский метод – метод интерполяции по коэффициенту формы (МИКФ), в основе которого ле-

жит изопериметрические свойства интегральной геометрической характеристики формы об-

ласти (пластинки, мембраны, сечения). Этот метод применим к решению задач упругого круче-

ния стержней, однако до настоящего времени он не получил достойного развития. В настоя-

щей статье с помощью МИКФ решается задача по определению приведенной геометрической 

жесткости сечений для стержней с сечениями в виде фигур, промежуточных между кругом и 

правильными многоугольниками. Круглое сечение и сечения в виде правильного многоугольника 

используются в качестве «опорных» сечений с известными значениями приведенной геометри-

ческой жесткости. Подмножество сечений между кругом и правильным многоугольником по-

лучается путем последовательного синхронного отсечения от круга его частей прямыми, па-

раллельными сторонам правильного многоугольника. Интерполяция «опорных» решений для лю-

бых сечений из рассматриваемого подмножества осуществляется по коэффициенту формы. 

Построены простые интерполяционные функции, позволяющие по элементарным формулам 

найти искомое решение для рассматриваемого подмножества форм сечений с использованием 

единственного аргумента – коэффициента формы.  

Приведенное в статье графическое изображение зависимостей «приведенная геомет-

рическая жесткость – коэффициент формы» позволяет наглядно представить место искомого 

решения в рассматриваемом подмножестве форм сечений.  

 

Ключевые слова: приведенная геометрическая жесткость сечений, деформации кру-

чения, коэффициент формы, изопериметрические свойства. 

 

Стержни, воспринимающие деформации кручения, широко распространены в строи-

тельстве и машиностроении, в частности в авиа- и судостроении [1, …, 4]. Определение гео-

метрической жесткости кручения сечений является одной из важнейших проблем строитель-

ной механики. Для стержней сложных форм и сложными граничными условиями использу-

ются в основном приближенные методы решения (вариационные и численные). При исполь-

зовании численных методов часто теряется физическая сущность задачи из-за затруднений в 

обобщении и распространении полученных результатов на множество конструкций опреде-

ленного вида. Приближенные геометрические методы решения этой динамической задачи 

позволяют избежать указанного недостатка.  

В настоящей статье будут рассмотрены стержни, форма которых является промежу-

точной между кругом и правильными многоугольниками (рисунок 1). Такие фигуры могут 

получаться путем последовательного отсечения от круга его частей прямыми, параллельны-

ми сторонам правильного многоугольника, вписанного в заданный круг, и отстоящими от 

центра на одинаковом расстоянии. 
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а) б)    в) 

   

 
Рисунок 1 – Способы получение фигур, промежуточных  между кругом и правильным многоугольником 

 

При исследовании напряженно-деформированного состояния стержня, испытываю-

щего деформации кручения, в первую очередь нужно определить геометрическую жесткость 

кручения Iк.  

Среди известных геометрических методов решения двумерных задач наиболее рас-

пространенным является эффективный инженерный метод – метод интерполяции по коэф-

фициенту формы (МИКФ). В его основе лежат изопериметрические свойства интегральной 

геометрической характеристики области с выпуклым контуром – коэффициента формы. По-

дробные сведения о ней и методика решения задач технической теории пластинок, а также 

задачи теории кручения упругих призматических стержней с помощью МИКФ приведены в 

монографии [5]. Развитием этого метода активно занимаются ученые, аспиранты и магистры 

Орловского госуниверситета имени И.С. Тургенева [6…11].  К задачам кручения упругих 

стержней геометрический метод с использованием свойств коэффициента формы был впер-

вые применен В.И. Коробко [6]. 

Для стержней, рассматриваемых в настоящей статье, коэффициент формы определяет-

ся по формуле [5] 

.
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 tgnK f                                           (1) 

Здесь n – количество сторон многоугольника, а остальные обозначения указаны на рисунке 1. 

 
В данной работе задача об 

определении Iк для любого поперечно-

го сечения представлена соотношени-

ем  

,/≥ 2

fIk KAКI       (2) 

где КI – коэффициент пропорциональ-

ности, который будет разным для раз-

личных характерных подмножеств 

форм сечений (треугольные, прямо-

угольные, трапециевидные и т.п.), или 

для некоторого подмножества форм се-

чений, объединенных одним непрерыв-

ным или дискретным геометрическим 

преобразованием; А – площадь пла-

стинки. В монографии [5] показано, 

Таблица 1 – Результаты расчета стержней по  

          приближенным аналитическим  

          зависимостям 

 

 

Параметры  

сечения 

Сечения в виде правильных многоугольников  

3 4 6 8 круг 
 

1 2 3 4 5 6  

/2, град 60 45 30 22,5 0  

/2, рад 1,0472 0,7854 0,5236 0,3927 0  

Кf 10,3923 8,0000 6,9282 6,6274 2  

[ iк ]  0,1155 0,1406 0,1533 0,1574 0,1592  

Kf
-1

 0,0962 0,125 0,1443 0,1509 0,1592  

,% 16,71 11,10 5,87 4,13 0  

iк по (5) 0,1155 0,1406 0,1526 0,1558 0,1592  

,% 0 0 0,47 1,02 0  
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что для различных характерных подмножеств форм сечений, целесообразно использовать зависи-

мости:  
n

fIk KAКI /≥ 2
 или  ,/≥ I

2

fk KBКAI                               (3)  

где имеется два неизвестных параметра. Если рассматривается некоторое подмножество сечений, 

объединенных одним непрерывным или дискретным геометрическим преобразованием, в котором 

имеются два сечения с известными решениями, то тогда неизвестные параметры в выражении (3) 

могут быть найдены.  

В дальнейшем целесообразней определять приведенную геометрическую жесткость сече-

ния :/ 2AIi kk   

n

fIk KК /≥i   

или    ,/≥ I fk KBКi            (4)  

Поскольку коэффициент формы обладает изопериметрическими свойствами, то такими же 

свойствами будет обладать и приведенная геометрическая жесткость кручения iк. Известные ре-

зультаты, включенные в таблицу 1, заимствованы из работ [2, 3, 5] и справочников [1, 4]. Ис-

пользование неравенства (2) дает погрешность до 17%. При аппроксимации известных реше-

ний с использованием аргумента Кf получаем зависимость   

2

f

 к

2117,50254,2
03114,0i

fKК
 ,        (5) 

которая удовлетворяет табличным данным для сечений в виде правильных фигур с погреш-

ностью 1%.  
Таблица 2 – Значения Кf и приведенной геометрической жесткости сечения для стержней, промежуточных между 

кругом и в виде правильного многоугольника  

 

 
При определении геометрической жесткости кручения сечений стержней, получаемых 

при помощи преобразований, указанных на рисунке 1, зависимость (5) может использоваться 
для получения «опорных» решений.  

Воспользовавшись второй формулой из (3) получим следующие решения для сече-
ний, промежуточных между правильными многоугольниками и кругом: 

2


 
Сечения в форме правильных фигур 

2


 
Сечения в форме правильных фигур 

3 4 6 8 3 4 6 8 

0 
6,28318 
0,1592 

6,28318 

0,1592 

6,28318 

0,1592 

6,28318 

0,1592 30 
6,60569 
0,1560 

6,71320 

0,1549 
6,92820 

0,1526 
– 

5 
6,28452 
0,1592 

6,28496 

0,1592 

6,28585 

0,1592 

6,28674 

0,1592 35 
6,81924 
0,1538 

6,99792 

0,1519 
– – 

10 
6,29395 
0,1591 

6,29754 

0,1591 

6,30471 

0,1590 

6,31189 

0,1589 40 
7,12900 
0,1504 

7,41093 

0,1473 
– – 

15 
6,32008 
0,1589 

6,33238 

0,1587 

6,35698 

0,1585 

6,38158 

0,1583 45 
7,57080 
0,1455 

8,00000 

0,1406 
– – 

20 
6,37261 
0,1584 

6,40242 

0,1581 

6,46204 

0,1575 

6,52166 

0,1569 50 
8,19772 
0,1384 

– – – 

22,5 
– – – 

6,62742 

0,1558 55 

9,08248 
0,1287 

– – – 

25 
6,46304 
0,1575 

6,52299 

0,1569 

6,64289 

0,1557 
– 

60 
10,3923 
0,1155 

– – – 

       Примечания: 
1  В верхней части ячейки приведены значения Кf, в нижней части – значения основных геометрических жестко-
стей сечений. 
2  Жирным шрифтом выделены значения Kf  
и геометрической жесткостей сечения для  

стержней в виде правильных фигур. 
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– при преобразовании сечения в виде правильного треугольника в круглый  

  ;3272,0
616,1

f


 Кik             (7) 

– при преобразовании сечения в виде квадрата в круглое 

  ;1661,0
98,1

f


 Кik            (8) 

– при преобразовании сечения в виде правильного шестиугольника в круглое 

  ;0880,0
323,2

f


 Кik            (9) 

– при преобразовании сечения в виде правильного восьмиугольника в круглое 

  .0660,0
479,2

f


 Кik            (10) 

Результаты расчета таких стержней представлены в таблице 2.  
Графически данные таблиц 1 и 2 изображены на рисунке 2, где в первом случае по оси 

абсцисс откладываются значения угла φ/2, а по оси ординат – значения коэффициента фор-
мы, а во втором случае по оси абсцисс откладываются значения коэффициента формы 
стержней, а по оси ординат – значения приведенных геометрических жесткостей сечений. 
Цифровые индексы 3, 4, 6, 8 при Кf на графике относятся к стержням в виде правильных 
многоугольников. 

 

 

 

 

 

 

 

а) графические данные таблицы 1 б) графические данные таблицы 2 

Рисунок 2 – Зависимости Кf - /2 и ik - Кf  

 

Анализ графиков на рисунке 2 позволяет сделать следующие выводы:  
1 С учетом изопериметрических свойств коэффициента формы [5] пунктирная кривая 

на рисунке 2-а является верхней границей для всего подмножества рассматриваемых сечений 
частотного параметра. 

2  Все искомые значения приведенной геометрической жесткости рассматриваемых 

сечений описываются одной зависимостью (5) в диапазоне  

2 ≤ Kf ≤ 10,3923, где единственным аргументом является коэффициент формы. Зависимости 

(7), …, (10) дают решения несколько с большей точностью.  

3  Построенные интерполяционные полиномы позволяют по элементарным формулам 

находить значения приведенной геометрической жесткости рассматриваемых сечений. 

4 Графическое изображение зависимостей ik - Кf   позволяет наглядно представить место 

искомого решения в рассматриваемом подмножестве форм сечений.  
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A.V. KOROBKO, Y.E. BALIKHINA 
 

THE DEFINITION OF THE GEOMETRIC TORSIONAL RIGIDITY FOR 

SECTIONS IN THE SHAPE OF THE FIGURE INTERMEDIATE BETWEEN 

A CIRCLE AND A REGULAR POLYGON 
 

The problem of calculating elastic torsion bars is one of the most important today’s problems 

in the field of structural mechanics. Many construction and engineering structures in the form of bar 

systems undergo torsional deformation. The geometric stiffness of its cross-sections is determined when 

calculating such structures in the first place. This physical parameter is used in assessing the stress-

strain state of structural elements working on torsion. In the structural mechanics and the elasticity 

theory, only a few solutions for determining of the geometric stiffness of sections are known in the form 

of an ellipse, a rectangle, an isosceles triangle. Approximate methods of calculation are used at more 

complex cross-sections, mostly numerical ones. 

In the last two decades, in the study and solution of two-dimensional problems of the elasticity 

theory and the technical theory of plates, the geometric method, the interpolation method of the shape 

factor (IMSF), actively develops and uses, the basis of which are the isoperimetric properties of the in-

tegral geometrical characteristic of the region shape (plates, membranes, sections). This method is ap-

plicable for the task of elastic torsion of bars, but to date it has not received a decent development. In 

mailto:sapr@ostu.ru
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this article, with the help of IMSF, the reduced geometric stiffness of cross-sections for bars with sec-

tions in the form of figures intermediate between a circle and regular polygons is determined. A circu-

lar cross-section and sections in the form of a regular polygon are used as "reference" sections with 

known values of reduced geometric stiffness.  

A subset of sections between a circle and a regular polygon is obtained by successive synchro-

nous clipping of its parts from the circle by straight lines, which are parallel to the sides of the regular 

polygon. Interpolation of "reference" solutions for any sections from the considered subset is carried 

out by the shape factor. Simple interpolation functions are constructed that allow one to find the desired 

solution for the considered subset of cross-section forms by elementary formulas using a single argu-

ment - the shape factor.  

 The presented in the article graphical depiction of the dependencies "reduced geometric stiff-

ness - the shape factor" makes it possible to visualize the place of the desired solution in the subset of 

the cross-section forms under consideration. 

 

Keywords: reduced geometric rigidity of sections, torsion, shape factor, isoperimetric prop-

erties. 
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