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ЖЕСТКОСТЬ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ КОНСТРУКЦИЙ ПРИ ИЗГИБЕ  

С УЧЕТОМ ПОПЕРЕЧНОЙ И ПРОДОЛЬНОЙ СИЛ (ЧАСТЬ 2) 
 

Аннотация. Приведены физическая и расчётная модель для определения параметров 

предельных состояний железобетонных конструкций при сложном напряжённом состоянии - 

изгибе с продольной и поперечными силами. На основе принятой схемы дискретизации 

поперечного сечения и теоремы А.Р. Ржаницына о двойственности между силовыми и 

деформационными параметрами построены прямой и обратный переход для определения 

коэффициентов матрицы жёсткости железобетонных стержневых конструкций с 

наклонными и нормальными трещинами. Определение жёсткости конструкций в зоне 

наклонных трещин выполнено на основе модели составных полосок, на которые разбивается 

зона с наклонными трещинами. При этом принята гипотеза о характере распределения 

деформаций в сложнонапряжённом железобетонном элементе с наклонными трещинами. Для 

этой модели получен условный модуль сдвига, позволяющий определять средние относительные 

линейные и угловые деформации бетоны и арматуры в точке, прилегающей к шву сдвига между 

наклонными трещинами. На основе этой модели и с использованием экспериментально 

полученного значения относительного сдвига в наклонной трещине определены нагельные 

усилия в арматурном стержне, пересекаемом наклонной трещиной. Использование полученных 

аналитических зависимостей в практике проектирования железобетонных конструкций 

позволяет не только существенно уточнить определение перемещений и ширины раскрытия 

наклонных и нормальных трещин, но и максимально сблизить расчётную и физическую модель, 

базирующуюся на экспериментальных данных. 
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наклонная трещина, сдвиг, нагельный эффект, составной стержень. 
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STIFFNESS OF REINFORCED CONCRETE STRUCTURES UNDER 

BENDING CONSIDERING SHEAR AND AXIAL FORCES (PART 2) 
 

Abstract. The paper presents a physical and computational model for determining the 

parameters of limit states of reinforced concrete structures under complex stressed state - bending with 

axial and shear forces. Based on the adopted scheme of cross-section discretization and A.R. 

Rzhanitsyn's theorem of duality between force and deformation parameters, the forward and backward 

transfer for determining the coefficients of the stiffness matrix of reinforced concrete rod structures with 

inclined and normal cracks have been constructed. Stiffness of structures in the zone of inclined cracks 

is determined using the model of composite strips which separate the zone with inclined cracks. The 

hypothesis about the character of deformation distribution in a complex-stressed reinforced concrete 

element with inclined cracks is accepted. 
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For this model the conditional shear modulus is obtained, which allows to determine the 

average relative linear and angular strains of concrete and reinforcement at the point adjacent to the 

shear joint between inclined cracks. Based on this model and using the experimentally obtained value of 

the relative shear in the inclined crack, the dowel forces in the reinforcing bar intersected by the 

inclined crack were determined. The application of the obtained analytical relationships in the practice 

of designing reinforced concrete structures allows not only to clarify significantly the definition of 

displacements and width of opening of inclined and normal cracks, but also to maximize the 

convergence of the design and physical model based on experimental data. 

 

Keywords: reinforced concrete, stiffness, physical model, computational model, inclined crack, 

shear, dowel effect, composite bar. 

 

Введение 

Повышение точности и надёжности расчёта железобетонных конструкций зданий и 

сооружений связано с развитием исследований по разработке новых расчётных моделей при 

сложных напряжённых состояниях [1-7]. Появление новых технологий при сближении 

физических явлений, теории и практики расчёта железобетона становится одним из 

важнейших направлений создания эффективных строительных конструкций [5-9]. 

Многолетние экспериментальные и теоретические исследования наклонных трещин 

для изгибаемых элементов, с учётом продольных и поперечных сил проводились в основном 

для оценки трещиностойкости и прочности железобетонных конструкций [10-23]. Однако 

существует относительно мало исследований [16-22] для определения жестокости 

конструкций с учётом наклонных трещин, в том числе, пересекающихся наклонных трещин. 

В рассматриваемой статье приведена разработанная физическая и расчётная модель для 

оценки жёсткости железобетонных конструкций при изгибе с учётом действия поперечных и 

продольных сил и наличии наклонных трещин, с использованием единичных составных 

полосок в блоке – клине и арках между наклонными трещинами, а также рассмотрена модель 

аппроксимации прямоугольных поперечных сечений с помощью малых квадратов в 

элементах матрицы жёсткости. На основе анализа исследований Н.И. Карпенко и С.Н. 

Карпенко [24-26], в продольной растянутой арматуре получены «нагельные» усилия  и 

сдвиг в трещине  в виде отношения функции ширины раскрытия трещин и деформаций 

бетона к косинусу угла наклона трещины ( ). Определены экспериментальные значения 

«нагельных» усилий  и экспериментальные зависимости сдвига в трещине для 

установления связи между сдвигом ( ) и пролётом среза ( ), а также 

экспериментальные связи между длиной зоны анкеровки и деформациями арматуры. 

Настоящая статья (часть2) является продолжением публикации авторов [27]. 

 

Модели и методы 

На основе расчетной модели, построенной в работе [27], получены жесткостные 

физические характеристики (рисунок 1) pqD  (p, q - 1, 2, 3) в системе уравнений, которые 

определяются  по формулы (11)-(21), приведенным в [27]. 

Расчет выполняется на основе нелинейной деформационной модели по методологии 

СП63.13330.2018, но дополнительно с учётом жёсткости на сдвиг, особенно в зонах с 

наклонными трещинами, с использованием уравнений статики и следующих базовых 

принципов: 

— распределение относительных деформаций бетона и арматуры по высоте сечения 

элемента принимают по линейному закону (гипотеза плоских сечений);  

— связь между осевыми напряжениями и относительными деформациями бетона и 

арматуры принимают в виде диаграмм состояния (деформирования) бетона и арматуры;  

sQ

s



,expsQ

crc,exp 0/а h
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— сопротивление бетона растянутой зоны допускается не учитывать, принимая при 

0bi   напряжения 0bi = . 

Переход к внутренним усилиям выполняется исходя из эпюры напряжений при 

помощи численного интегрирования по нормальному сечению. При расчете элементов с 

использованием деформационной модели принимают значения сжимающей продольной 

силы, а также сжимающих напряжений и деформаций укорочения бетона и арматуры с 

отрицательным знаком, а растягивающих напряжений и деформаций удлинения бетона и 

арматуры – с положительным знаком. 

 Положение центра тяжести и точек приложения усилий в расчетном сечении 

принимают в соответствии с системой координат, начало которой расположено в точке О* 

(см. [27], рисунок 1). 

 
Рисунок 1 - Схема определения жесткости прямоугольных поперечных сечений с помощью малых 

квадратов матрицы 3x3 в элементах ija для характеристик матрицы от 11D до 33D  

 

При расчете нормальных сечений по прочности в общем случае (см. [27], рисунок 1) 

используют уравнения равновесия внешних и внутренних усилий в нормальном сечении 

элемента: 

 y bi bi byi sj sj syj
i j

M A Z A Z =   +     ;    (1) 

 bi bi sj sj
i j

N A A =  +   ;     (2) 

уравнения, определяющие распределение деформаций по сечению элемента: 

0
1

bi byi
y

Z
r

 = +  ;        (3) 

0
1

sj byj
y

Z
r

 = +  ;       (4) 

зависимости, связывающие напряжения и относительные деформации бетона и арматуры: 

bi bi bibE v =   ;       (5) 
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sj sj sj sjE v =   .       (6) 

В уравнениях (1) - (6): yM  - изгибающий момент в расчетном сечении  от внешней 

нагрузки относительно выбранных координатных осей; N - продольная сила от внешней 

нагрузки; ye , ze  - расстояния от точки приложения продольной силы N до 

соответствующих выбранных осей; biA , byiZ , bziZ bi - площадь, координаты центра 

тяжести i-го участка бетона и напряжение на уровне его центра тяжести; xjA , syjZ , szjZ ,

sj - площадь, координаты центра тяжести j-го стержня арматуры и напряжение в нем; 0 - 

относительная деформация волокна, расположенного на пересечении выбранных осей (в 

точке 0); 
1

yr
- кривизна продольной оси в рассматриваемом поперечном сечении элемента в 

плоскости действия изгибающих моментов yM ; bE  - начальный модуль упругости бетона; 

sjE  - модуль упругости j-го стержня арматуры; biv - коэффициент упругости бетона i-го 

участка; sjv - коэффициент упругости j-го стержня арматуры. 

Коэффициенты biv и sjv принимают по соответствующим диаграммам состояния 

бетона и арматуры. При этом используют зависимости СП63.13330.2018 "напряжение-

деформация" на рассматриваемых участках диаграмм: 

bi
bi

b bi

v
E




=


;       (7) 

sj
sj

sj sj

v
E




=


.      (8) 

 Расчет нормальных сечений железобетонных элементов по прочности производится 

из условий: 

 b,max b,ult  ;       (9) 

 s,max s,ult  ,      (10) 

Здесь b,max - относительная деформация наиболее сжатого волокна бетона в 

нормальном сечении элемента от действия внешней нагрузки; s,max - относительная 

деформация наиболее растянутого стержня арматуры в нормальном сечении элемента от 

действия внешней нагрузки; b,ult - предельное значение относительной деформации бетона 

при сжатии; s,ult - предельное значение относительной деформации удлинения арматуры. 

 

Результаты исследований и их анализ 

Жесткостные характеристики ijD  (i, j - 1, 2, 3) в системе уравнений для матрицы

11 33D D− , например, для 11D  определяются по формуле: 

11 , , , ,
1

, ,(
m

b b i b
i

bx ij i c i bD v E A zZ 
=

=     , ,, , , ,, )b b i ibx j d ii b c a bv A zZ E     ++   
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( ) ( )
, , , , 7 ,,*, ,* , , 1 2, , , (0,5 0,5

s i rigs s r s i rig rig s s r s rig ii nc i swsx j sx j jiZ v E A h x a v E A c l z aZ   −      − −     − −  −+ +    

( ),5,*, ,* ,,sx j irig s s r s rigvZ E A −    8,* , , * ,*( sx j i s s sZ v E A + −    −  

,1 ,1 1 1,* 1 2 , 2
2 2

8, , ,* , , ,, , , 2

2 1

2 2
) (

z b b b ho

sx j i s s

r b

rig rig s rig m b j B k x

Z v E a l l l

A a x l b eZ v E
a

  

 

−



  
     − +  −   

   
− +    −  +   

,1 ,1 1 1,* 1 2 , 2
2 2 2

*

2
2

10 3, , 2 ,

2

2

2 1

2 2
( )

z b b b hor b

b B k x k B k x

Z v E a l l l

G x l b e x x l
z y

l
b e

a

  

 

−

  
     − +  −    

    +       +  + −  +  +
+

 
 

2 2
10 3,*

2

, 2

2

( )b k B k xG x x l b
z y

l
e 

 
 +      

+
− + 

 
 

up ,up,, 1 i1 b b ss c xZ v E A e−−    +

1 ,i,1 r, igs s rig s xs E eZ v A−+      , ,i,1 r, 1 igs s c rig ss c xv E A eZ −      +−   

,1 1 , , ,( )b b b b b ad xZ v E A A e−  +    +  ,1 1 ,1, )b b b sc rig xZ v E A e−+     .     (11) 

 Для частного случая 0tM =  и 0N = можно записать (прямой переход):  

11, 14,
1

x
x

D M D Q
r

 =  +  ;       (12) 

41, 44,Q xD M D Q  =  +  ;      (13) 

 Теперь получим значение момента xM из выражения (12): 

14,
11,

1 1
( )x

x

M D Q
D r




= −  ;       (14) 

 а также получим значение поперечной силы  Q  из выражения (13): 

41,
44,

1
( )Q xQ D M

D




=  −  ;     (15) 

В результате получим систему уравнений: 

 

14,

11,

41,

44,

1

x
x

Q x

D Q
r

M
DD

D M
Q

D










 − 


=


= 

  −  =



 ;     (16) 

Теперь, подставив значение xM из первого уравнения системы во второе уравнение 

системы получим: 

41, 44,
1

Q
x

Q D D
r

 =  +   ;      (17) 

41,
41,

44, 11, 41, 14,

D
D

D D D D




   

−
=

− 
  ;     (18) 
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11,

44,
44, 11, 41, 14,

D
D

D D D D




   

=
− 

.     (19) 

Далее, подставим значение Q  из второго уравнения системы в уравнение системы (16): 

 

11, 14,
1

x Q
x

M D D
r

 =  +    ;     (20) 

 
44,

11,
11, 44, 14, 41,

D
D

D D D D




   

=
− 

 ;    (21) 

14,
14,

11, 44, 14, 41,

D
D

D D D D




   

−
=

− 
 .    (22) 

В итоге, для жёсткости железобетонного элемента D получим: 

11, 14,

41, 44,

1

1

x Q
x

Q
x

M D D
r

D

Q D D
r

 

 

 
=  +  

 =
 

=  +  
 

 .    (23) 

Жесткостные коэффициенты второго уровня в элементах матрицы записываются в 

виде: 

44,
11,

11, 44, 14, 41,

D
D

D D D D




   

=
− 

 .    (24) 

Здесь обозначены 
**11,D - жесткостной коэффициент второго уровня в элементах 

матрицы; 11,D   и 14,D   - тоже, коэффициенты первого уровня. Дополнительно, 

аналогичным способом  получены коэффициенты: 13,D  , 14,D   , 31,D  , 33,D  , 34,D  , 

41,D  , 43,D  , 44,D   

Обратная матрица системы определяющих уравнений имеет вид:  

11 14
1

x Q
x

M D D
r

=  +   ;       (25) 

14 44
1

Q
x

Q D D
r

=  +    .      (26) 

Теперь получим значения кривизны  
1

xr
из выражения (25): 

 14

11

1 x

x

M D Q

r D

−  
= .      (27) 

Получим значение приращения поперечной силы Q  из выражения (26): 

 

14

44

1

x

Q D
r

Q
D

− 

 =  .        (28) 
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Запишем систему: 

 

14

11

14

44

1

1

x

x

x

M D Q

r D

D
Q D

r
Q

D

 −   =



= 
 − 

 =


 .      (29) 

 

Возьмём первое уравнение системы (29) и подставим в него значение Q  из второго 

уравнения системы и получим: 

                                11,* 14,*
1

x
x

D M D Q
r

=  +  ,                                                  (30) 

где 

44
11,*

11 44 14 14

D
D

D D D D
=

− 
;      (31) 

14
14,*

11 44 14 14

D
D

D D D D

−
=

− 
.      (32) 

Аналогично, возьмём второе уравнение системы (29) и подставим в него значение 
1

xr
 

из первого уравнения системы и получим: 

                                     14,* 44,*xQ D M D Q =  +  ;                                         (33) 

14
14,*

44 11 14 14

D
D

D D D D

−
=

− 
 ;     (34) 

11
44,*

44 11 14 14

D
D

D D D D
=

− 
 ;     (35) 

В итоге для жесткости D можно записать: 

44 14

11 44 14 14 11 44 14 14

14 11

44 11 14 14 44 11 14 14

1
x

x

x

D D
M Q

r D D D D D D D D
D

D D
Q M Q

D D D D D D D D

 − =  +  
−  −  

 =
 −  =  +  

−  −    .                  (36) 

Коэффициент первого алгебраического уровня в элементах матрицы, например D14*, 

определяется по формуле: 

14
14 ,*

44 11 14 14

D
D

D D D D

−
=

− 
 .     (37) 

Аналогично вычисляются коэффициенты: 13,D  , 14,D   , 31,D  , 33,D  , 34,D  , 41,D  , 

43,D  , 44,D   

Для изгибаемых, внецентренно сжатых железобетонных элементов, в которых не 

допускаются трещины, расчет производят с учётом работы растянутого бетона в расчетном 

поперечном сечении элемента из условия: 

,max ,bt bt ult  .      (38) 
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Здесь ,maxbt - относительная деформация наиболее растянутого волокна бетона в 

нормальном сечении элемента от действия внешней нагрузки; ,bt ult - предельное значение 

относительной деформации бетона при растяжении.  

 Предельные значения относительных деформаций бетона ,b ult  ( ,bt ult ) принимают 

при двузначной эпюре деформаций (сжатие и растяжение) в поперечном сечении  элемента 

(изгиб, внецентренное сжатие или растяжение с большими эксцентриситетами) равными 2b

( 2bt ). 

 При внецентренном сжатии или растяжении элементов и распределении в 

поперечном сечении элемента деформаций только одного знака, предельные значения 

относительных деформаций бетона ,b ult  ( ,bt ult ) определяют в зависимости от 

соотношения деформаций бетона на противоположных гранях сечения элемента 1 и 2 (

2 1  по формулам: 

 1
, 2 2 0

2

( )b ult b b b


   


= − −  ,     (39) 

 1
, 2 2 0

2

( )bt ult bt bt bt


   


= − −  .      (40) 

Здесь 0b  , 0bt  , 2b  , 2bt  - параметры деформаций расчётных диаграмм состояния 

бетона, принимаемые по нормам СП63.13330. Предельные значения относительной 

деформации арматуры ,s ult  принимают равными: 0,025 - для арматуры с физическим 

пределом текучести; 0,015 - для арматуры с условным пределом текучести. 

 

Выводы 

На основании приведённых исследований можно сделать следующие выводы. 

1. Предложена схема аппроксимации прямоугольных поперечных сечений 

сложнонапряженных железобетонных конструкций с помощью малых квадратов для 

определения элементов pqa  матрицы жесткостных характеристик от 11,**D  до 33,**,D  а 

также построены прямой (для внутренних усилий) и обратный , (где известны 
1

xr
, 0  и Q , 

но неизвестны ,xM  N , Q ) переход для определения коэффициентов характеристик 

матрицы pqD  (p, q - 1, 2, 3) сжатой области бетона и растянутой рабочей арматуры в системе 

уравнений: статических, геометрических и физических.  

2. Для решения задач определения расчётных параметров предельных состояний II 

группы в зоне наклонных (перекрёстных) трещин построена деформационная модель 

единичных составных полосок, моделирующих деформации в зоне наклонных трещин, с 

учётом изменения положения изогнутой оси при образовании трещин.  

3. Жесткости сечений в зоне наклонных трещин железобетонных конструкций при 

действии изгибающего момента bendM , продольной N  и поперечной силы Q  для модели 

единичных составных полосок найдены исходя из продольных деформаций 0, , , ,*x j i  (от 

нейтральной оси), кривизн 
, , ,*

1

x j ir
, а также поперечных сдвигов , , ,*Q j i , принимая схему 

разбивки поперечных сечений на малые квадраты и с учётом упругопластических 

деформаций в сжатом бетоне и рабочей арматуре.  
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4.На основе предложенной гипотезы о характере распределения деформаций в 

сложнонапряженном железобетонном элементе с трещинами получен условный модуль 

сдвига m  в единичной зоне шва сдвига для средних относительных линейных и угловых 

деформаций от взаимных смещений бетона и арматуры в точке шва, прилегающих к шву 

сдвига между смежными трещинами. Использование этой гипотезы позволяет снизить 

порядок системы дифференциальных уравнений составных стержней А.Р. Ржаницына и 

учесть наличие в конструкции трещин. 

5. Для сдвигов и внутренних усилий в модели железобетонных составных стержней 

получены продольные напряжения и линейные деформации в каждом составляющем 

стержне. Эпюра продольных и касательных напряжений (деформаций) в поперечном 

сечении составного стержня получается ступенчатой.  

6. Градиент зависимости сдвига трещины на эпюре продольных и касательных 

напряжений в каждом составном стержне для каждого шва определяется отношением 

производной от сдвигающего усилия в i-том шве к условному модулю сдвига. 

7. Нагельное усилие в арматуре sQ  от поперечной силы в наклонном сечении 

получены на основе модели приопорной зоны в виде составных полосок и экспериментально 

установленного значения сдвига в трещине.  
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