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ПОВЕРХНОСТИ ДИАГОНАЛЬНОГО ПЕРЕНОСА  

ВЕЛАРОИДАЛЬНОГО ТИПА НА РОМБИЧЕСКОМ ПЛАНЕ  
 

Аннотация. Статья иллюстрирует применение ранее полученных автором формул 

общего вида для описания поверхностей диагонального переноса суперэллипсов переменной 

кривизны на ромбическом плане. Дополнительно получены явные и параметрические уравнения 

для целой группы поверхностей диагонального переноса конгруэнтных суперэллипсов. В обоих 

случаях рассматриваются поверхности велароидального типа на ромбическом плане. Все 

предлагаемые поверхности визуализированы методами компьютерной графики. Благодаря 

наличию произвольных показателей степеней в явных уравнениях образующих суперэллипсов 

главного каркаса поверхности переноса конструирование поверхностей диагонального переноса 

расширено на случай использования плоских алгебраических кривых вместо суперэллипсов при 

задании главного каркаса проектируемых поверхностей диагонального переноса. 

Рассмотренные поверхности могут найти применение в архитектуре, строительстве, в 

машиностроении. 
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SURFACES OF DIAGONAL TRANSLATION OF VELAROIDAL TYPE ON 

A RHOMBIC PLANE  
 

Abstract. The paper illustrates the application of the formulae of general type derived by the 

author earlier for the definition of surfaces of diagonal translation of superellipses of variable 

curvature on a rhombic plane. Explicit and parametric equations were derived additionally for the 

large group of surfaces of diagonal translation of congruent superellipses. For the both cases, the 

surfaces of velaroidal type are examined on rhombic plane. All of presented surfaces were visualized 

with the help of methods of computer graphics. Due to availability of arbitrary exponents of powers in 

explicit equations of generatrix superellipses of the main frame of a translation surface, design of 

surfaces of diagonal translation was broadened for the case of using plane algebraic curves instead of 

superellipses in the process of choice of main frame of projected surface of diagonal translation. The 

presented surfaces can find the application in architecture, civili engineering, and in machine building.  
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Введение 

В последнее десятилетие появилось много статей, посвященных использованию 
суперэллипсов при проектировании судовых поверхностей [1, 2], форм строительных 
оболочек [3, 4] и машиностроительных изделий [5, 6]. Появляются новые линейчатые [7] 
поверхности и поверхности на круглом основании [8] с главным каркасом из трех 
суперэллипсов в координатных плоскостях. 

В работах [1, 3] предполагается, что плоские кривые главного каркаса 
рассматриваемых поверхностей заданы в виде: 

 

© Кривошапко С.Н., 2023 



Строительство и реконструкция 
 

60 
_________________________________________________________ 

№ 2 (106) 2023 
 

 
 

первая кривая главного каркаса в плоскости xOy (кривая z = 0):   

          
    

  
                                                                        

вторая кривая главного каркаса в плоскости yOz (кривая x = 0): 

          
    

  
                                                                       

третья кривая главного каркаса в плоскости xOz (кривая y = 0): 

          
    

  
                                                                        

где для выпуклых кривых r, t, n, m, s, k > 1;  
      для вогнутых кривых r, t, n, m, s, k < 1.  
Кривые (1) – (3) представляют собою суперэллипсы [9]. В формулах (1) – (3) 

необходимо принимать 
r = t, n = m, s = k. 

Поверхности прямого переноса относят к классу кинематических поверхностей. 
Кинематические поверхности включают в себя также поверхности диагонального переноса 
велароидального типа на ромбическом плане, которые известны намного меньше. В научной 
литературе описаны только диагональная круговая поверхность переноса Волкова [10] и 
диагональная параболическая поверхность переноса [11].  

Поверхности диагонального переноса образуются по принципу переноса плоской 
кривой по направляющей так, что при скольжении образующей кривой по плоскому 
неподвижному контуру две ее симметричные точки непрерывно его касаются  

Велароидальной называется поверхность переноса на плоском прямоугольном плане с 
образующей кривой переменной кривизны. Таким образом, поверхность ограничена 
четырьмя взаимно ортогональными контурными прямыми, лежащими в одной плоскости 
[12]. 

Цель исследования 

Как отмечается во «Введении», до настоящего времени исследованы только две 
поверхности диагонального переноса на ромбическом плане. Целью данной статьи является 
увеличение числа поверхностей диагонального переноса на ромбическом основании с 
привлечением суперэллипсов в качестве образующих кривых. Эти поверхности могут 
привлечь внимание архитекторов строительных оболочек и дизайнеров – машиностроителей 
в связи с расширением выбора архитектурных стилей и стилевых течений, предлагаемых в 
настоящее время [13, 14], или войти в состав резерва поверхностей для будущего 
использования [15].  

 

Явные и параметрические уравнения поверхностей прямого переноса переноса 

велароидального типа на ромбическом плане с применением конгруэнтных 

суперэллипсов 

Пусть суперэллипс (2) является образующей кривой поверхности диагонального 
переноса, две симметричные точки которого скользят по сторонам ромбического основания, 
которое можно задать суперэллипсом (1), положив r = t = 1 (рисунок 1). 
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Рисунок 1 – Формирование поверхности диагонального переноса 
 
Согласно рисунка 1 уравнение суперэллипса в сечении x = const будет: 

        
    

  
 

   

                                                                  
где 

              
 

 
 
 

 
   

           
После подстановки последнего уравнения в формулу (4) получаем явное уравнение 

искомой поверхности: 

      
    

  
 

   

        
 

 
 
 

 

 

 

                                               
В сечении поверхности (5) плоскостью z = 0, находится ромб: 

|y| = W(1 – x/L).                                                              (6) 
Уравнение (6) можно получить из уравнения (1) при r = t = 1. 
В сечении поверхности (5) плоскостью x = 0, находится суперэллипс (2). А в сечении 

поверхности (5) координатной плоскостью y = 0 располагается направляющая плоская 
кривая поверхности переноса:  

             
 

 
 
 

 

 

 
           

 

 
 
 

 

 

 
      .             (7) 

Введем новый переменный параметр α (рисунок 1), так чтобы 
       tg                                                                       (8)     

В этом случае параметрические уравнения искомой поверхности диагонального 
переноса будут: 

x = uL,    y = vL(1 – u), 
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где                  . 
 
Примеры поверхностей переноса с образующими суперэллипсами на ромбическом 

плане 

Проиллюстрируем использование формул (9) на конкретных примерах. Во всех 
случаях будем принимать L = 9м, W = 3 м, T = 5 м (рисунок 1). 

 

Пример 1. 
Пусть n = m = 2, то есть суперэллипс (2) представляет собой обыкновенный эллипс. 

Тогда формулы (9) примут вид: 

x = uL,    y = vL(1 – u),        
  

  
                     

где                  .  
На рисунке 2 а представлена поверхность, построенная в пределах        при 

положительных значениях z, а на рисунке 2 б поверхность построена в пределах       . 
 

а) б) 

  
 

Рисунок 2 – Поверхность переноса с обыкновенным образующим эллипсом. 

а) 0 ≤ x ≤ L; б) -L ≤ x ≤ L 

 

По формуле (7) можно определить плоскую направляющую кривую построенной 
поверхности переноса: 

 
   

 
 
 

  
   

 
 
 

    
Полученная формула показывает, что для рассматриваемой поверхности переноса на 

ромбическом плане направляющей кривой будет являться часть обыкновенного эллипса, 
расположенного в третьей четверти координатной плоскости. Центр эллипса будет в точке с 
координатами (x, z) = (L, T).  

 

Пример 2. 
Пусть n = m = 4. Тогда формулы (9) примут вид: 

x = uL,    y = vL(1 – u), 

      
  

  
           

 

 

            
 

        

где                  .  
 
На рисунке 3 представлена поверхность, построенная в пределах        при 

положительных значениях z. 
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Рисунок 3 – Поверхность переноса с образующим суперэллипсом (2) при n = m = 4 
 

Пример 3. 
Пусть n = m = ¾ = 0,75. Тогда формулы (9) примут вид: 

x = uL,    y = vL(1 – u), 

      
     

     
                 

   

                    
 

а) б) 

 

 
 

Рисунок 4 – Поверхности переноса с образующим суперэллипсом (2) при n = m = 3/4. 

а) 0 ≤ x ≤ L;   б) -L ≤ x ≤ L 
 
На рисунке 4 а, б представлены поверхности, построенные в пределах        и 

        при положительных значениях z. 
 

Пример 4. 

Пусть n = m = 2 и кроме того W = T = L = r, то есть суперэллипс (2) представляет 
собой окружность. Тогда явное уравнение поверхности диагонального перехода (5) примет 
вид: 

                                                 
Уравнение направляющей кривой можно получить из уравнения (10) при y = 0: 

(z – W)2 + (x – W)2 = W2 
или из уравнения (7). Это есть уравнение окружности. Явное уравнение поверхности 

(10) показывает, что получена круговая поверхность Волкова, которая представляет собой 
поверхность прямого переноса окружности радиусом r по окружности радиуса r [10]. Её 
также можно отнести к классу циклических поверхностей к подклассу циклических 
поверхностей с плоскостью параллелизма [16]. Фрагмент поверхности переноса окружности 
по окружности иногда называют «Богемским куполом» [17]. 
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Явные и параметрические уравнения поверхностей прямого переноса 
велароидального типа на ромбическом плане с применением суперэллипсов 
переменной кривизны 

Поверхности этого типа хорошо изучены. Построение поверхностей начинается с 
задания главного каркаса поверхности в форме трех суперэллипсов (1) – (3) в главных 
координатных плоскостях.  

Учитывая, что суперэллипс (1) принимается в форме ромба, имеем r = t = 1. 
Суперэллипсы (2) и (3) выбираются произвольно по необходимости. В предыдущем разделе 
произвольно назначался только суперэллипс (2). В статье [7] показано, что если главный 
каркас поверхности задан суперэллипсами (1) – (3), то есть в виде: 

первая кривая главного каркаса в плоскости xOy (кривая z = 0):   

        
   

 
                                                                         

вторая кривая главного каркаса в плоскости yOz (кривая x = 0): 

          
    

  
                                                                       

третья кривая главного каркаса в плоскости xOz (кривая y = 0): 

          
    

  
                                                                        

где для выпуклых кривых n, m, s, k > 1; для вогнутых кривых n, m, s, k < 1, то 
параллельным переносом вдоль оси Ox суперэллипса (2) с изменяющейся кривизной можно 
получить поверхность, задаваемую явным уравнением: 

                                                               (12) 
или параметрическими уравнениями: 

x = x(u) = ±uL,  y = y(u,v) = vW[1 – u],  z = z(u,v) = T[1 – uk]1/s[1 – |v|m]1/n  (рисунок 5),    (12a) 
где 0 ≤ u ≤ 1,  –1 ≤ v ≤ 1; u, v – безразмерные параметры.  
На рисунке 5 а показана поверхность с n = m = 2, s = k = 2/3, L = 5 м, W = 3 м, T = 5 м [7]. 
На рисунке 5 б показана поверхность с n = m = 1, s = k = 2, L = 5 м, W = 3 м, T = 5 м [7].  
На рисунке 5 в показана поверхность с r = t = n = m = s = k = 1.  
Все три поверхности, представленные на рисунке 5, имеют одинаковый ромбический 

план. 
 

а) б) в) 

   
 

Рисунок 5 – Поверхности на плоском ромбическом плане 
 

Явные и параметрические уравнения поверхностей прямого переноса 
велароидального типа на ромбическом плане с применением жестких плоских кривых  

Рассмотрим случай, когда в уравнениях (1) – (3) r = t = 1, но m ≠ n. Формулы (5) и (9) 
можно использовать для построения поверхностей переноса на ромбическом плане, когда в 
качестве образующей кривой вместо суперэллипса нужно применить конгруэнтную плоскую 
алгебраическую кривую.  В дальнейшем будем принимать L = 9м, W = 3 м, T = 5 м. 
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Пример 5.  
Пусть n = 1, m = 2. Тогда параметрические уравнения (9) примут вид: 

x = uL,  y = vL(1 – u),  z = T(1 – u)2(1 – L2
v

2/W2). 
Поверхность изображена на рисунке 6 а при 0 ≤ u ≤ 1, на рисунке 6 б при      

            . 
Направляющую кривую рассматриваемой поверхности переноса можно определить 

по формуле (7): 
z = T( L – x)2/L2. 

Очевидно, что направляющая кривая будет квадратной параболой с вершиной в точке x = L. 
 
 

а) б) 

  
 

Рисунок 6 – Поверхность переноса на ромбическом плане с параболической образующей: 

а) случай 0 ≤  x ≤ L , б) случай –L ≤  x ≤ L 

 

Явные и параметрические уравнения поверхностей прямого переноса 

велароидального типа на ромбическом плане с применением суперэллипсов и плоских 

кривых переменной кривизны 

В этом разделе будут представлены два типа поверхностей переноса на ромбическом 
плане, следовательно, r = t = 1. Суперэллипсы (2) или (3) выбираются произвольно по 
необходимости, то есть m = n или s = k. Третью кривую главного каркаса поверхности 
можно задать в виде произвольной алгебраической кривой, то есть s ≠ k или m ≠ n. 

Проиллюстрируем этот тип поверхностей на 2-х примерах. 
Как это было в предыдущих примерах, оставим L = 9м, W = 3 м, T = 5 м. 
Пример 6. 
Пусть m =n = 1,5 и s = 1, k = 2. Тогда явное уравнение (12) примет вид: 

                                          
а параметрические уравнения (12а) будут: 

x = x(u) = ±uL,  y = y(u,v) = vW[1 – u],  z = z(u,v) = T[1 – u2][1 – |v|1,5]2/3 , 
где 0 ≤ u ≤ 1 (рисунок 7 а) и –1 ≤ u ≤ 1 (рисунок 7 б),  –1 ≤ v ≤ 1; u, v – безразмерные 

параметры. 
 

а) б) 

 
 

 

Рисунок 7 – Поверхность переноса на ромбическом плане с образующим суперэллипсом и направляющей 

параболой в плоскости xOz: а) случай 0 ≤  x ≤ L , б) случай –L ≤  x ≤ L 
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Пусть m = 1, n = 2 и s = k = 1,5. Тогда явное уравнение (12) примет вид: 
                                            

а параметрические уравнения (12а) будут: 
x = x(u) = ±uL,  y = y(u,v) = vW[1 – u],  z = z(u,v) = T[1 – u1,5]2/3[1 – |v|]1/2 , 

где 0 ≤ u ≤ 1 (рисунок 8 а) и –1 ≤ u ≤ 1 (рисунок 8 б), –1 ≤ v ≤ 1; u, v – безразмерные 
параметры. 

 

а) б) 

  
 

Рисунок 8 – Поверхность переноса на ромбическом плане с параболической образующей и направляющим 

суперэллипсом в плоскости xOz 

а) случай 0 ≤  x ≤ L , б) случай –L ≤  x ≤ L 

Пример 7. 

Предположим, что две кривые главного каркаса, лежащие в координатных плоскостях 
xOz и yOz, являются плоскими алгебраическими кривыми, которые можно задать 
уравнениями (2) и (3), но при условии, что s ≠ k и m ≠ n. Условие r = t = 1 остается прежним. 
Явное уравнение (12) и параметрические уравнения (12а) будут описывать форму 
предлагаемых поверхностей переноса кривых вдоль оси Ox. 

Пусть m = 2, n = 1 и s = 1, k = 1,5. Поверхность показана на рисунке 9 а. Если принять 
n = 2, m = 3 и s = 0,8; k = 0,9, то получим поверхность, представленную на рисунке 9 б. 

 
а) б) 

  
 

Рисунок 9 – Поверхности переноса на ромбическом плане с плоскими кривыми в качестве направляющих и 

образующих кривых: а) случай 0 ≤  x ≤ L , б) случай –L ≤  x ≤ L 

 
Результаты исследования. 
Предложены к рассмотрению две группы поверхностей прямого диагонального 

переноса велароидального типа на ромбическом плене. Одна группа формируется 
образующими конгруэнтными суперэллипсами (рисунки 2, 3, 4) или кривыми производными 
от суперэллипсов (рисунок 6). Другая группа формируется образующими суперэллипсами 
(рисунок 5) или кривыми производными от суперэллипсов переменной кривизны (рисунки 7, 
8, 9). Аналитические уравнения поверхностей и методы их построения проиллюстрированы 
на конкретных примерах.   
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Ученые пытаются выяснить преимущества тех или иных поверхностей, содержащих 
разные кривые в качестве кривых главного каркаса с точки зрения геометрических свойств 
(длины кривых на поверхности, площади фрагментов поверхности, объем внутреннего 
пространства, сложность построения) [18], с учетом напряженно-деформированного 
состояния оболочек, с рекомендуемыми срединными поверхностями, содержащими 
суперэллипсы [4, 19] или выбора оптимальной оболочки по выбранному критерию 
оптимальности. 

Хотя в научно-технической литературе есть описания зданий на ромбовидных 
плоских планах, однако, это здания с вертикальными стенами [20]. Покрытия таких зданий 
можно выполнить в форме рассматриваемых поверхностей переноса. Можно подобрать угол 
2αmax (рисунок 1) так, что расположенные по окружности полуоболочки, изображенные на 
рисунках 2 а, 4 а, 6 а – 8 а, будут образовывать интересные зонтичные оболочки [21]. 

 
Выводы. 
В данной статье предлагается огромный выбор поверхностей на ромбическом 

опорном контуре, задаваемыми только двумя типами параметрических уравнений (9) и (12а), 
содержащими произвольные показатели степеней суперэллипсов, входящих в главный 
каркас поверхностей.  

Дальнейшие исследования предлагаемых поверхностей необходимо проводить в 
направлении рекомендаций к их практическому использованию в строительстве и 
машиностроении, а для этого требуются дополнительные исследования их геометрических 
свойств методами дифференциальной геометрии и сравнительный анализ прочностных 
параметров оболочек в форме предлагаемых поверхностей на различные виды воздействий.   
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