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ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ПАРАМЕТРЫ ЖЕСТКОСТИ  

ЖЕЛЕЗОБЕТОННОЙ БАЛКИ, ЛЕЖАЩЕЙ НА  
СТОХАСТИЧЕСКИ НЕОДНОРОДНОМ ОСНОВАНИИ 

 
Аннотация.  Представлены результаты определения вероятностных параметров 

прочностных характеристик бетона при контроле кубиковой прочности и прочности при 

растяжении, а также вероятностных параметров распределения модуля деформации бетона. 

Проведена оценка влияния стохастической неоднородности бетона на приведенный момент 

инерции железобетонного сечения и получены вероятностные параметры распределения 

начальной изгибной жесткости балки. Проведена оценка влияния статистического характера 

прочности бетона на высоту сжатой зоны бетона и упругопластический момент 

сопротивления сечения балки и получены вероятностные параметры распределения момента 

образования нормальных трещин. Определена вероятность образования нормальных трещин в 

фундаментной балке для случаев контроля кубиковой прочности бетона и прочности бетона на 

растяжение. Получены характеристики распределения длины зон с трещинами в 

фундаментной балке, загруженной рядом сосредоточенных случайных сил для случаев контроля 

кубиковой прочности бетона и прочности бетона на растяжение, что открывает 

возможность решения уравнения изгиба балки на упругом основании с кусочно­постоянной 

жесткостью в замкнутом виде. 
 
Ключевые слова: железобетонная балка, упругое основание, момент трещиностойкости, 

нормальное распределение, вероятностные параметры, зоны с трещинами. 
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FOUNDATION 

 
Abstract.  The  results  of  determining  the  probabilistic  parameters  of  the  strength 

characteristics  of  concrete  in  the  control  of  cubic  strength  and  tensile  strength,  as  well  as  the 
probabilistic  parameters  of  the  distribution  of  the  concrete  deformation  modulus  are  presented.  The 
influence  of  stochastic  inhomogeneity  of  concrete  on  the  reduced  moment  of  inertia  of  a  reinforced 
concrete section has been evaluated, and the probabilistic parameters of the distribution of the initial 
bending  stiffness  of  the  beam  have  been  obtained.  The  influence  of  the  statistical  nature  of  concrete 
strength on the height of the compressed zone of concrete and the elastic­plastic section modulus of the 
beam  was  evaluated,  and  the  probabilistic  parameters  of  the  distribution  of  the  moment  of  normal 
cracking  were  obtained.  The  probability  of  formation  of  normal  cracks  in  the  foundation  beam  is 
determined for the cases of control of the cubic strength of concrete and the tensile strength of concrete. 
The characteristics of the distribution of the length of zones with cracks  in a foundation beam loaded 
with  a  number  of  concentrated  random  forces  are  obtained  for  the  cases  of  controlling  the  cubic 
strength of concrete and the tensile strength of concrete, which opens up the possibility of solving the 
equation of beam bending on an elastic foundation with piecewise constant stiffness in a closed form . 
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Введение 
Обеспечение надежности конструкций должно опитраться на реальные свойства 

материалов и  нагрузок  [1]. Прочностные и деформационные  характеристики бетона и 

соответственно жесткость железобетонной балки до и после образования трещин обладают 

ярко выраженной случайной природой [2], характеристики грунтов основания имеют 

стахастическую природу [3,  4]. Учет стохастичесой природы факторов, влияющих на 

надежность конструкций на упругом основании, позволяет оценить их надежность [5,  6]. 
Разработка расчетного аппарата, необходимого для решения задач в вероятностной 

постановке, опирается на надежный статистический анализ [7, 8] и [9]. 
В работе [10] получены статистические параметры распределения плотности 

предельных изгибающих моментов и определена вероятность разрушения фундаментной 

балки на статистически неоднородном основании с одним коэффициентом постели. В работе 

[11] построеные вероятностные характеристики предельной поперечной силы с учетом 

слуйных свойств прочности бетона. Вероятность разрушения железобетонной балки, 

лежащей на стохастическом основании с двумя коэффициентами постели, по наклонному 

сечению от поперечной силы определена в работе [12]. Для случая изгиба железобнтонной 

балки со случайными параметрами, лежащей на статистически неоднородном основании в 

работе [13] найдена верояность образования запредельных прогибов.   
 

Модели и методы 
Будем рассматривать  прочностные характеристики бетона 𝑅𝑏 , 𝑅𝑏𝑡   и его начальный 

модуль упругости 𝐸𝑏  как функции случайной нормально распределенной [14] кубиковой 

прочности бетона 𝑅  с математическим ожиданиями и дисперсиями гауссовских 

распределений < 𝑅𝑏 >, 𝐷𝑅𝑏 , < 𝑅𝑏𝑡 >, 𝐷𝑅𝑏𝑡 , < 𝐸𝑏 >, 𝐷𝐸𝑏 . При контроле прочности бетона на 

растяжение её вероятностными параметрами являются  < 𝑅𝑏𝑡 > и 𝐷𝑅𝑏𝑡 .   
Прочность бетона на растяжение 𝑅𝑏𝑡  как функцию кубиковой прочности бетона 𝑅 

представим в форме линейной зависимости, которая позволяет учесть не только 

статистический характер прочности бетона, но и вероятностный характер эмпирической 

зависимости 𝑅𝑏𝑡 = 𝑓(𝑅) 
                                                                 𝑅𝑏𝑡 = 𝑎𝑏𝑡𝑅 +  𝑏𝑏𝑡,                                                                 
при этом коэффициенты 𝑎𝑏𝑡 и 𝑏𝑏𝑡 подбираются таким образом, чтобы учесть изменчивости 

кубиковой прочности бетона и его прочности на растяжение.  
Действующие нормативные документы допускают принимать кубиковую прочность 

бетона распределённой по нормальному закону. Тогда, как показано в [15], математические 

ожидания <R>,  < 𝑅𝑏𝑡 >,  дисперсии 𝐷𝑅 , 𝐷𝑅𝑏𝑡 ,    средние коэффициенты вариации 𝜈𝑅 ,  𝜈𝑅𝑏𝑡  
кубиковой прочности бетона 𝑅 и прочности бетона на растяжение 𝑅𝑏𝑡 будут равны 
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где 𝑅𝑛 ,𝑅𝑏𝑡,𝑛  ­  нормативные значения кубиковой прочности бетона и его прочности 

при растяжении; 
𝛾𝑅
𝑛, 𝛾𝑅𝑏𝑡

𝑛 , 𝛾𝑅
𝑝, 𝛾𝑅𝑏𝑡

𝑝 ,     –  число средних квадратических отклонений кубиковой 

прочности и прочности на растяжение, позволяющих достичь требуемых обеспеченностей 

нормативных и расчетных значений прочностей [16]. Для нормального распределения 

вероятностей для нормативных значений прочностных характеристик    𝛾𝑅
𝑛, 𝛾𝑅𝑏𝑡

𝑛 = 1,645 с 

обеспеченностью 0,9495, а для расчетных значений 𝛾𝑅
𝑝, 𝛾𝑅𝑏𝑡

𝑝 = 3 с обеспеченностью 0,99865; 
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𝛾𝑏 , 𝛾𝑏𝑡 ­ коэффициенты надёжности по бетону, которые принимаются равными 1,3 

для кубиковой прочности и 1,3 или 1,5 для прочности при растяжении в соответствии с 

действующими нормативными документами. В дальнейшем все неоговорённые обозначения 

совпадают с [21]. 
С учетом выражений (1) коэффициенты будут равны 
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Математическое ожидание и дисперсия прочности бетона на растяжение при 

контроле кубиковой прочности с учетом выражений (2) будут равны 
                                       < 𝑅𝑏𝑡 >= 𝑎𝑏𝑡 < 𝑅 > +𝑏𝑏𝑡,     𝐷𝑅𝑏𝑡 = 𝑎𝑏𝑡

2  𝐷𝑅 .                                         
Начальный модуль упругости бетона 𝐸𝑏  будем полагать неслучайной функцией 

кубиковой прочности бетона проверенного практикой вида 
                                     𝐸𝑏(𝑅) =  550 00 𝑅 (27 + 𝑅)⁄ .                                                         

После линеаризации функции 𝐸𝑏(𝑅)  в окрестности математического ожидания 

кубиковой прочности бетона < 𝑅 >  получаем вероятностные параметры распределения 

(математическое ожидание и дисперсию) начального модуля упругости бетона, полагая 

закон нормальным 

                             < 𝐸𝑏 > =  
550 00 < 𝑅 >
27+< 𝑅 >

;          𝐷𝐸𝑏 = [
550 00 ∙ 27 
(27+< 𝑅 >)2

]

2

𝐷𝑅 .                      

Начальная жесткость железобетонной балки примем в виде 
                                                          𝐵0(𝑅)  = 0,85 𝐼𝑟𝑒𝑑(𝑅)𝐸𝑏(𝑅).                                                           

Приведенный момент инерции железобетонного сечения является функцией 

случайной кубиковой прочности бетона 

                                                                𝐼𝑟𝑒𝑑(𝑅) =  𝐼𝑏 + 
𝐸𝑠

𝐸𝑏(𝑅)
                                                         

Оценим влияние разброса кубиковой прочности бетона на приведенный момент 

инерции поперечного сечения балки. 
Предположим, что кубиковая прочность бетона получила отклонение от среднего 

значения на три среднеквадратических отклонения, то есть на 40,5%, даже при высоком 

коэффициенте армирования балки, равном 2%, отклонение приведенного момента инерции 

сечения от его среднего значения составит около 1%. Поэтому в дальнейшем будем 

принимать  момент инерции приведенного сечения балки детерминированной величиной, 

вычисленной при 𝑅 =< 𝑅 >. 
Тогда вероятностные параметры начальной жесткости железобетонной балки будут 

равны 
                                 < 𝐵0 > = 0,85 𝐼𝑟𝑒𝑑 < 𝐸𝑏 >,          𝐷𝐵0 = (0,85 𝐼𝑟𝑒𝑑)

2 𝐷𝐸𝑏 .                    
Момент образования нормальных трещин в железобетонной балке равен 

                      𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅𝑏𝑡, 𝑅) = 𝑅𝑏𝑡𝑊𝑝𝑙(𝑅) или 𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅) = (𝑎𝑏𝑡𝑅 +  𝑏𝑏𝑡)𝑊𝑝𝑙(𝑅).                   
Упругопластический момент сопротивления прямоугольного железобетонного 

сечения для крайнего растянутого волокна бетона будем принимать детерминированной 

функцией случайной кубиковой прочности бетона 
        𝑊𝑝𝑙(𝑅) = 𝑊𝑝𝑙𝑏 +𝑊𝑠(𝑅) =  

          = 𝑏(ℎ − 𝑥) (
ℎ

2
+
𝑥

6
) + 2

𝐸𝑠

𝐸𝑏(𝑅)
𝐴𝑠 (ℎ0 −

𝑥

3
) − 2

𝐸𝑠

𝐸𝑏(𝑅)
𝐴𝑠

′ (
𝑥−𝑎′
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3
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где 𝑊𝑝𝑙𝑏 – упругопластический момент сопротивления бетона балки; 
𝑊𝑠(𝑅) – приведенный момент сопротивления арматуры. 

Высота сжатой зоны бетона 𝑥 перед образованием нормальной трещины, входящая в 

(4), тоже является функцией случайной кубиковой прочности бетона через его начальный 

модуль упругости 

          (𝑅) = ℎ{1 −
[ℎ+ 2(1 −

𝑎′

ℎ
)

𝐸𝑠

𝐸𝑏(𝑅)
𝐴𝑠

′ 𝑏]

2 [𝑏ℎ+
𝐸𝑠

𝐸𝑏(𝑅)
(𝐴𝑠 + 𝐴𝑠′ )]

}.      

Из этого выражения  видно, что высота сжатой зоны бетона связана с кубиковой 

прочностью бетона достаточно сложной зависимостью. Оценим влияние случайного 

разброса кубиковой прочности бетона на разброс высоты сжатой зоны бетона. 

Предположим, что кубиковая прочность бетона получила отклонение от среднего значения 

на три среднеквадратических отклонения, то есть на 40,5%, тогда высота сжатой зоны бетона 

отклонится от своего среднего значения на 5%, что можно считать  незначительным. 

Поэтому в дальнейшем будем принимать высоту сжатой зоны бетона детерминированной 

величиной, вычисленной при 𝑅 =< 𝑅 >. 
Оценим теперь влияние разброса кубиковой прочности бетона на упругопластический 

момент сопротивления сечения балки. Кубиковая прочность бетона входит только в момент 

сопротивления арматуры, равный 

                    𝑊𝑠(�̃�) = 2
𝐸𝑠

𝐸𝑏(𝑅)
𝐴𝑠 (ℎ0 −

𝑥

3
) − 2

𝐸𝑠
𝐸𝑏(𝑅)

𝐴𝑠
′ (
𝑥 − 𝑎′

ℎ − 𝑥
) (
𝑥

3
− 𝑎′).                        

Пусть кубиковая прочность бетона получила отклонение от среднего значения на три 

среднеквадратических отклонения, то есть на 40,5%, тогда даже при коэффициенте 

армирования сечения, равном 2%, что в фундаментных балках случается редко, отклонение 

момента сопротивления арматуры от его среднего значения составляет около 11%. Если при 

этом учесть, что 𝑊𝑠(𝑅)  составляет не более 40% от  𝑊𝑝𝑙(𝑅), то отклонение 𝑊𝑝𝑙(𝑅)  от 

среднего значения составит около 4%. Поэтому в дальнейшем мы пренебрежём случайным 

характером упругопластического момента сопротивления и будем считать его 

детерминированной величиной, вычисленной при 𝑅 =< 𝑅 >,  что существенно упрощает 

расчётный аппарат. 
 

Результаты исследования и их анализ 
Полагая закон распределения 𝑀𝑐𝑟𝑐 нормальным, найдем параметры его распределения 

при контроле прочности бетона на растяжение 
                        < 𝑀𝑐𝑟𝑐 > = 𝑊𝑝𝑙 < 𝑅𝑏𝑡 >;          𝐷𝑀𝑐𝑟𝑐 = 𝑊𝑝𝑙

2𝐷𝑅𝑏𝑡 .                                    
При контроле прочности бетона на сжатие с учётом выражений (3) имеем 
                    < 𝑀𝑐𝑟𝑐 > = 𝑊𝑝𝑙(𝑎𝑏𝑡 < 𝑅 > +𝑏𝑏𝑡);    𝐷𝑀𝑐𝑟𝑐 = 𝑊𝑝𝑙

2𝑎𝑏𝑡
2 𝐷𝑅 .                    

Плотность распределения вероятности момента трещиностойкости будет подчиняться 

нормальному закону и при контроле прочности на сжатие имеет вид 

                        𝑝𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑀𝑐𝑟𝑐 , 𝑅) =
1

√2𝜋𝐷𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅)
 𝑒𝑥𝑝 [−

(𝑀𝑐𝑟𝑐− < 𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅) >)
2

2𝐷𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅)
]  .               

Условная вероятность образования нормальной трещины в железобетонной балке для 

конкретной реализации кубиковой прочности бетона будет равна 

                                                            ℙ𝑐𝑟𝑐(𝑅) =  ∫ 𝑝𝑀(𝑀, 𝑅)

∞

𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅)

𝑑𝑀,                                       

где 𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅) – момент образования трещин в железобетонной балке; 



Строительство и реконструкция 
 

16  _________________________________________________________  № 6 (104) 2022 
 

 
 

𝑝𝑀(𝑀, 𝑅) – условная плотность распределения изгибающих моментов в балке на 

упругом стохастическом основании в характерном поперечном сечении при некоторой 

случайной реализации кубиковой прочности бетона 𝑅. 
Полная вероятность образования нормальной трещины в характерном сечении балки, 

учитывая случайный характер 𝑅, будет равна 

                     ℙ𝑐𝑟𝑐 = ∫ ℙ𝑐𝑟𝑐(𝑅)𝑝𝑅

∞

−∞

(𝑅)𝑑𝑅 = ∫ 𝑝𝑅

∞

−∞

(𝑅) ∫ 𝑝𝑀(𝑀, 𝑅)

∞

𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅)

𝑑𝑀𝑑𝑅 =                

                    =  ∫
1

√2𝜋𝐷𝑅

∞

−∞

𝑒𝑥𝑝 [− 
(𝑅−< 𝑅 >)2

2𝐷𝑅
] {1 − 𝛷 [

𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅)−< 𝑀(𝑅) >

𝐷𝑀(𝑅)
]} 𝑑𝑅,       

где 𝛷(𝑧) ­ интеграл вероятности Гаусса вида 

 𝛷(𝑧) =  
1

√2𝜋
∫exp (−

𝑡2

2

𝑧

−∞

)𝑑𝑡.  

Если контролируется прочность бетона на растяжение, т.е. 𝑀𝑐𝑟𝑐 = 𝑓(𝑅𝑏𝑡),  то 

вероятность образования нормальных трещин будет определяться по формуле 

                 ℙ𝑐𝑟𝑐 = ∫ ∫ 𝑝𝑅𝑏𝑡(𝑅𝑏𝑡)

∞

−∞

 𝑝𝑅

∞

−∞

(𝑅) ∫ 𝑝𝑀

∞

𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅𝑏𝑡)

(𝑀, 𝑅)𝑑𝑀𝑑𝑅𝑏𝑡𝑑𝑅.                            

Обобщая вышесказанное, функцию жесткости железобетонной балки как функцию 

изгибающих моментов, аппроксимирующую изменение жесткости после образования 

трещин, можно записать в следующем виде [17] (рисунок 1). 
                 𝐵(𝑀) =  𝐵0𝛩(𝑀) − (𝐵0 − 𝐵𝑐𝑟𝑐 ) ∙ 𝛩(𝑀 −𝑀𝑐𝑟𝑐) − 𝐵𝑐𝑟𝑐 ∙ 𝛩(𝑀 −𝑀𝑢𝑙𝑡),             

где 𝛩(𝑧 − 𝑧1) ­ единичная запаздывающая функция Хевисайда [18] (рисунок 1). 
 

 
 

Рисунок 1 ­ Зависимость изгибной жесткости железобетонной балки от изгибающего момента: 
­ наиболее вероятный вид зависимости В(М); 
­ аппроксимация наиболее вероятного вида зависимости В(М); 
­ возможные реализации зависимости В(М). 

 

Условная плотность распределения изгибающих моментов в железобетонной балке на 

упругом основании с двумя стохастически неоднородными коэффициентами постели под 

действием произвольной нагрузки для конкретной реализации кубиковой прочности бетона 

и соответствующей ей изгибной жесткости балки до образования трещин 𝐵0 (𝑅) будет иметь 

вид нормального распределения в каждом сечении балки 
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                               𝑝𝑀(𝑀, 𝑥, 𝑅) =  
1

√2𝜋𝐷𝑀(𝑥, 𝑅)
 𝑒𝑥𝑝 {−

[𝑀 −< 𝑀(𝑥, 𝑅) >]2

2𝐷𝑀(𝑥, 𝑅)
} .                 

Математическое ожидание и дисперсия изгибающих моментов этого распределения 

при действии на балку 𝑁  случайных распределенных нагрузок 𝑞𝑖(𝑥𝑖)  и 𝑈  случайных 

сосредоточенных сил 𝑃𝑗 будут иметь вид [19] 

< 𝑀(𝑥, 𝑅) >= − 
1

4𝛼 𝛽 
∙ 

∙   {∑ ∫ < 𝑞𝑖(𝑥𝑖) >

𝑏𝑖

𝑎𝑖

𝑒−𝛼(𝑥−𝑥𝑖)[𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝛽(𝑥 − 𝑥𝑖) − 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛽(𝑥 − 𝑥𝑖)]𝑑𝑥𝑖 +

𝑁

𝑖=0

              

+∑ < 𝑃𝑗 > 𝑒
−𝛼(𝑥−𝑑𝑗)

𝑈

𝑗=0

[𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝛽(𝑥 − 𝑑𝑗) − 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛽(𝑥 − 𝑑𝑗)] } , 𝑥 ≥ 0,                 (5) 

где  𝛼(𝑅) = (√ <С1>

4𝐵0(𝑅)
+

<С2>

4𝐵0(𝑅)
)

1
2⁄

;            𝛽(𝑅) = (√ <С1>

4𝐵0(𝑅)
− 

<С2>

4𝐵0(𝑅)
)

1
2⁄

. 

𝐷𝑀(𝑥, 𝑅) = 2𝐵0
2(𝑅) < 𝑤(𝑥, 𝑅) >2∙ 

∙ 𝐷𝐶1
𝜐1
𝜋
∫

𝜔4(𝜔2+𝜐1
2 + 𝜑1

2)𝑑𝜔

[𝜔2 − (𝜐12+𝜑1
2)]2 ∙ |𝐵0 (𝑅)𝜔4 + < 𝐶2 > 𝜔2 +< 𝐶1 > |2

+

∞

0

 

+ 2 < 𝑀(𝑥, 𝑅) >2 𝐷𝐶2
𝜐2
𝜋
∫

𝜔4(𝜔2+𝜐2
2 + 𝜑2

2)𝑑𝜔

[𝜔2 − (𝜐22+𝜑2
2)]2 ∙ |𝐵0 (𝑅)𝜔4 + < 𝐶2 > 𝜔2 +< 𝐶1 > |2

+  

∞

0

 

                     + 4𝐵0
2(𝑅)𝐷𝑞

𝜐𝑞

𝜋
∫

𝜔4𝑑𝜔

(𝜔2 + 𝜐𝑞2) ∙ |𝐵0 (𝑅)𝜔4 + < 𝐶2 > 𝜔2 +< 𝐶1 > |2

∞

0

+                   

                            +4𝐵0
2(𝑅)𝐷𝑃

𝜐𝑃
𝜋
∫

𝜔4𝑑𝜔

(𝜔2 + 𝜐𝑃
2) ∙ |𝐵0 (𝑅)𝜔4 + < 𝐶2 > 𝜔2 +< 𝐶1 > |2

,

∞

0

                   

здесь < 𝐶2 >,< 𝐶1 >,𝐷𝐶1 , 𝐷𝐶2 , < 𝑞𝑖(𝑥𝑖) >,< 𝑃𝑗 >,𝐷𝑞 ,  𝐷𝑃,  ­  математические ожидания и 

дисперсии коэффициентов постели и распределенных и сосредоточенных нагрузок, 

соответственно; 
𝜐1,𝜑1, 𝜐2, 𝜑2, 𝜐𝑞 , 𝜐𝑃, – параметры корреляционных функций коэффициентов постели и 

нагрузки, соответственно; 
𝜔 – волновое число; 
< 𝑤(𝑥, 𝑅) >   ­  математическое ожидание прогибов бесконечно длинной балки на 

упругом основании с двумя параметрами податливости, имеющее вид 

< 𝑤(𝑥, 𝑅) >= − 
1

4𝐵0(𝑅) 𝛼𝛽(𝛼2 + 𝛽2) 
 ∙ 

∙ {∑  ∫ < 𝑞𝑖(𝑥𝑖) >

𝑏𝑖

𝑎𝑖

𝑒−𝛼(𝑥−𝑥𝑖) [𝛽cos 𝛽(𝑥 − 𝑥𝑖) + 𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽(𝑥 − 𝑥𝑖)]𝑑𝑥𝑖 +

𝑁

𝑖=0

+∑ < 𝑃𝑗 > 𝑒
−𝛼(𝑥−𝑑𝑗)

𝑈

𝑗=0

[𝛽cos 𝛽(𝑥 − 𝑑𝑗) + 𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽(𝑥 − 𝑑𝑗)]} ,   𝑥 ≥ 0.       



Строительство и реконструкция 
 

18  _________________________________________________________  № 6 (104) 2022 
 

 
 

В работе [10] было показано, что случайная жесткость железобетонной балки 

𝐵𝑐𝑟𝑐(𝑅)  в зонах с трещинами является функцией случайной кубиковой прочности бетон и 

имеет параметры нормального распределения, равные 

     < 𝐵𝑐𝑟𝑐 > = ∫ 𝑝𝑅 (𝑅) 𝐵𝑐𝑟𝑐

∞

−∞

(𝑅)𝑑𝑅;   𝐷𝐵𝑐𝑟𝑐 =  ∫ 𝐵𝑐𝑟𝑐
2 (𝑅) 𝑝𝑅

∞

−∞

(𝑅)𝑑𝑅 −< 𝐵𝑐𝑟𝑐 >
2.      

Жёсткость балки после образования трещин становится переменной: в зонах длиной 

𝑙, где трещин нет, жёсткость равна 𝐵0(𝑅), а в зонах длиной 𝑙𝑐𝑟𝑐, где трещины есть, жёсткость 

равна 𝐵𝑐𝑟𝑐(𝑅), т.е. жесткость балки становится функцией координаты 𝑥 (рисунок 2). 
 

 
 

Рисунок 2 ­ Жесткость балки после образования трещин 
 

Таким образом, после образования трещин уравнение изгиба балки на упругом 

основании модели В.З. Власова­П.Л. Пастернака приобретает вид 

𝐵(𝑥)
𝑑4𝑤(𝑥)

𝑑𝑥4
+ 2

𝑑𝐵(𝑥)

𝑑𝑥

𝑑3𝑤(𝑥)

𝑑𝑥3
+
𝑑2𝐵(𝑥)

𝑑𝑥2
𝑑2𝑤(𝑥)

𝑑𝑥2
− 𝐶2(𝑥)

𝑑2𝑤(𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝐶1(𝑥)𝑤(𝑥) = 𝑞(𝑥) 

или более компактно 

                                        
𝑑2

𝑑𝑥2
[𝐵(𝑥)

𝑑2𝑤(𝑥)

𝑑𝑥2
] − 𝐶2(𝑥)

𝑑2𝑤(𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝐶1(𝑥)𝑤(𝑥) = 𝑞(𝑥).             (6) 

Интегрирование линейного неоднородного дифференциального уравнения четвертого 

порядка вида (6) в конечном виде или в квадратурах для нашего случая кусочно­постоянной 

функции жёсткости невозможно. Можно применить численное интегрирование этого 

уравнения, в том числе каким­либо конечно­разностным методом, например  методом 

Дж.Адамса­К.Стёрмера [20], но это не всегда удобно для практических расчётов. Поэтому 

целесообразно перейти от балки на упругом основании с кусочно­постоянной жесткостью к 

балке с постоянной эквивалентной жесткостью, что позволяет получить решение уравнения 

(6) в замкнутом виде. Для определения эквивалентной жесткости необходимо знать длину 

зон с трещинами. 
Длина участка с трещинами в балке находится из уравнений 

                              𝑀(𝑥, 𝑅)  =  𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅) или 𝑀(𝑥, 𝑅)  =  𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅𝑏𝑡)  .                              (7) 
Так как решение данного трансцендентного уравнения возможно только численно, то 

для решения в конечном виде будем аппроксимировать функцию изгибающих моментов вида 

(5) при действии регулярной системы сосредоточенных сил квадратной параболой вида: 
                                                   𝑀𝑎𝑝𝑝(𝑥) =  𝑘1 + 𝑘2𝑥 + 𝑘3𝑥

2,                                                           
где коэффициенты 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 находятся исходя из следующих условий: 
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                𝑀𝑎𝑝𝑝(0) = < 𝑀(0, 𝑅) >;   𝑀𝑎𝑝𝑝 (
𝑙

2
) = < 𝑀 (

𝑙

2
, 𝑅) >;       

𝑑𝑀𝑎𝑝𝑝 (
𝑙

2
)

𝑑𝑥
= 0.                

Тогда коэффициенты аппроксимирующей параболы будут равны 
𝑘1 = < 𝑀(0, 𝑅) >;  

  𝑘2 =
4

𝑙
[< 𝑀 (

𝑙

2
, 𝑅) > − < 𝑀(0, 𝑅) >] ;         𝑘3 = −

4

𝑙2
[< 𝑀 (

𝑙

2
, 𝑅) > − < 𝑀(0, 𝑅) >].    

Решая уравнения (7), подставив в него аппроксимирующую функция изгибающих 

моментов, находим длину зоны с трещинами при контроле кубиковой прочности бетона 

                                  𝑙𝑐𝑟𝑐(𝑅) =  𝑙 {1 − (1 −
[𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅)−< 𝑀(0, 𝑅) >]

[< 𝑀 (
𝑙

2
, 𝑅) > − < 𝑀(0, 𝑅) >]

)

1/2

}.                 (8) 

Выражение (8) справедливо для любой реализации кубиковой прочности бетона 𝑅, а с 

учётом её случайной природы, характеристики распределения длины зоны с трещинами 

будут иметь вид 

       < 𝑙𝑐𝑟𝑐 > = ∫ 𝑙𝑐𝑟𝑐(𝑅)

∞

−∞

𝑝𝑅 (𝑅) 𝑑𝑅;          𝐷𝑙𝑐𝑟𝑐 = ∫ 𝑙𝑐𝑟𝑐
2 (𝑅)

∞

−∞

𝑝𝑅 (𝑅) 𝑑𝑅 − < 𝑙𝑐𝑟𝑐 >
2.          

Если контролируется прочность бетона на растяжение, то учитывая, что в этом случае 

𝑀𝑐𝑟𝑐 = 𝑓(𝑅𝑏𝑡), для параметров распределения длины зоны с трещинами будем иметь 

                                  < 𝑙𝑐𝑟𝑐 > = ∫ ∫ 𝑙𝑐𝑟𝑐(𝑅, 𝑅𝑏𝑡)

∞

−∞

∞

−∞

𝑝𝑅 (𝑅)𝑝𝑅𝑏𝑡(𝑅𝑏𝑡)𝑑𝑅𝑑𝑅𝑏𝑡;                          

                                  𝐷𝑙𝑐𝑟𝑐 = ∫ ∫ 𝑙𝑐𝑟𝑐
2 (𝑅, 𝑅𝑏𝑡)

∞

−∞

∞

−∞

𝑝𝑅 (𝑅)𝑝𝑅𝑏𝑡(𝑅𝑏𝑡)𝑑𝑅𝑑𝑅𝑏𝑡 − < 𝑙𝑐𝑟𝑐 >
2.      

Плотность распределения длины зоны с трещинами c  достаточной для практических 

целей точностью можно считать подчиняющейся нормальному закону 

                                                   𝑝𝑙𝑐𝑟𝑐(𝑙𝑐𝑟𝑐) =  
1

√2𝜋𝐷𝑙𝑐𝑟𝑐
 𝑒𝑥𝑝 [−

(𝑙𝑐𝑟𝑐 −< 𝑙𝑐𝑟𝑐 >)
2

2𝐷𝑙𝑐𝑟𝑐
].                       

Вывод 
Получены  статистические характеристики распределений случайных параметров 

железобетонных балок на упругом основании, в том числе жесткости балки до и после 

образования нормальных трещин, момента трещиностойкости, длины зоны с трещинами, а 

также вероятность образования нормальных трещин, что позволяет производить расчет 

конструкций на упругом основании в вероятностной постановке. 
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