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ВЕРОЯТНОСТНАЯ ОЦЕНКА НАДЕЖНОСТИ СТАЛЬНЫХ ФЕРМ ПО 

КРИТЕРИЮ ПРОГИБА НА ОСНОВЕ Р-БЛОКОВ 
 

Аннотация. В исследовании разработаны алгоритмы вероятностной оценки 

надежности стальных ферм по критерию прогиба с использованием р-блоков как моделей 

случайных величин. Р-блоки представляют собой область, сформированную граничными 

функциями распределения вероятностей, внутри которой находится действительная функция 

распределения вероятностей случайной величины. На основе представленных подходов можно 

выполнить расчет фермы на заданный индекс надежности или вероятность безотказной 

работы. Р-блоки в роли моделей случайных величин позволяют эффективно учитывать 

алеаторную и эпистемологическую неопределенности одновременно. Особую актуальность 

такие модели представляют для снеговой нагрузки как одного из главных факторов, влияющих 

на напряженно-деформированное состояние ферм. Информация об уровне надежности 

стальной фермы по критерию прогиба необходима для комплексной оценки надежности фермы. 

Также предложен подход к оценке надежности эксплуатируемых ферм по критерию прогиба, 

где предельный прогиб ограничивается условием потери устойчивости выбранного стержня 

фермы.  
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STRUCTURAL RELIABILITY ANALYSIS OF STEEL TRUSSES BY 

DEFLECTION BASED ON P-BOXES 
 

Abstract. The article describes algorithms for probabilistic evaluation of steel trusses’ 

reliability by the deflection criterion using p-boxes as models of random variables. The p-boxes are an 

area formed by the boundary cumulative distribution functions (CDFs). There is a real probability 

distribution function of a random variable inside the p-box area. Based on the presented approaches, it 

is possible to design trusses on a given reliability index or probability of non-failure. P-boxes as 

random variable models take into account aleatory and epistemological uncertainties at the same time. 

Such models are relevance for snow loads as one of the main factors affecting the stress-strain state of 

trusses. Information about the reliability level of steel trusses according to the deflection criterion is 

necessary for a system assessment of the reliability of a truss. An approach of structural reliability 

analysis is also proposed for existing trusses, where the ultimate deflection is limited by the condition of 

buckling of the selected truss bar. 
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Введение 

Обеспечение безопасности – приоритетная цель при проектировании, строительстве и 

эксплуатации строительных конструкций зданий и сооружений. Основным нормативным 

документом в  области  обеспечения  безопасности  строительных  конструкций  зданий  и  
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сооружений является Федеральный Закон РФ №384-ФЗ «Технический регламент о 

безопасности зданий и сооружений», вступивший в силу с 30 декабря 2009 года. В качестве 

одного из наиболее объективных показателей безопасности строительных конструкций 

может служить надежность. Мерой надежности в строительной практике чаще всего 

выступает вероятность безотказной работы или вероятность отказа. 

Текущая концепция обеспечения надежности строительных конструкций считается 

«полувероятностной»: используются характеристики с заданной вероятностной 

обеспеченностью, которые впоследствии смешиваются с коэффициентами надежности и не 

дают ее количественного выражения. Как отмечают д.т.н., профессора Мкртычев О.В. и 

Райзер В.Д. в фундаментальной монографии по теории надежности строительных 

конструкций [1], «анализ надежности проектируемых конструкций в предположении их 

идеальной доработки с точки зрения установления расчетных значений (унификация 

обеспеченности расчетных значений) показывает, что уровень надежности зданий и 

сооружений одинакового назначения может отличаться в несколько раз. Вполне возможны 

случаи, когда конструкции сооружений наиболее ответственного класса оказываются менее 

надежными, чем конструкции сооружения менее ответственного класса. Сложившуюся 

ситуацию в нормировании правила расчета строительных конструкций можно 

охарактеризовать следующим образом: у проектировщика практически отсутствует 

информация, насколько успешно им решена задача обеспечения нормального 

функционирования сооружения. Критическое осмысление существующих концепций 

основных положений расчета позволяет обсуждать принципиально новую методику, 

основанную на теории надежности и являющуюся логическим развитием метода предельных 

состояний».  

Переход от полувероятностных методов расчета строительных конструкций к 

вероятностным методам обсуждается давно, но до сих пор остается актуальной научно-

технической задачей. Как отмечают авторы исследования [2], «несмотря на то, что можно 

получить очень подробные численные прогнозы (на основе конечно-элементных моделей), 

эти результаты часто не достигают удовлетворительного уровня согласия с «реальностью», 

т.е. с действительным физическим поведением рассматриваемого континуума в эффективной 

эксплуатационной среде. Это несоответствие вызвано эпистемологической (сокращаемая 

неопределенность, вызванная недостатком знаний или данных) и алеаторной (несокращаемая 

неопределенность, возникающая из-за стохастической природы окружающей среды) 

неопределенностями модели». В Eurocode 0 “Basis of structural design” отмечается, что в 

настоящий момент Еврокоды базируются на уровне I (метод частных коэффициентов), а 

уровни II и III (полные вероятностные методы проектирования) вводятся для дальнейшего 

развития норм проектирования. 

В работе [3] исследуется проблема обрушения стальной фермы в г. Каргил (Индия) в 

2012. Ошибки в конструктивном решении фермы отражались ее повышенным прогибом. 

Использование вероятностных методов анализа надежности фермы по всем моделям 

предельных состояний, в т.ч. прогибу, позволило бы выявить низкий уровень безопасности 

эксплуатации фермы. Натурные испытания стальных ферм отражают близость значений 

прогибов ферм, полученных теоретическим расчетом, со значениями, полученными в 

результате проведения эксперимента [4]. 

В данной работе предлагается исследовать и разработать вероятностный подход к 

анализу надежности стальных ферм на стадии проектирования и эксплуатации с учетом 

ограниченной статистической информации. 

Материалы и методы 

Математическую модель предельного состояния для расчета надежности стальной 

плоской фермы по критерию прогиба можно записать в виде: 

  прP 
~~

,                                                            (1) 
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где  P
~~

  - максимальный прогиб фермы от эксплуатационной узловой нагрузки 

(случайная величина); пр
 - предельный допустимый прогиб фермы, установленный в 

соответствии с СП 20.13330.2016 «Нагрузки и воздействия» или исходя из технологических 

или иных требований. 

Для расчета перемещений плоских стержневых систем используется известная 

формула Максвелла-Мора (2): 

   dx
GA

QQ
dx

EA

NN
dx

EJ

MM FFF 111


,                               (2) 

где FMM 1 , FNN 1 , FQQ1  – произведения «единичных» эпюр на эпюры от внешней 

нагрузки (для изгибающих моментов M, продольных N и поперечных сил Q); E – модуль 

упругости материала рассматриваемого участка; J – момент инерции стержня на 

рассматриваемом участке; A – площадь поперечного сечения стержня на рассматриваемом 

участке; G – модуль сдвига материала стержня на рассматриваемом участке;   – 

коэффициент неравномерности распределения касательных напряжений. 

В силу того, что в статически определимой ферме при приложении узловой нагрузки 

возникают только продольные усилия в стержнях, формулу Максвела-Мора для расчета 

прогиба таких ферм можно записать в виде [5] (3): 





n

i i

iiFi

A

lNN

E 1

,,11

,                                                        (3) 

где iN ,1  – усилие в i-ом стержне фермы от единичной нагрузки, приложенной в узле, 

перемещение которого анализируется; iFN ,  – усилие в i-ом стержне фермы от внешней 

нагрузки; il  – длина i-го стержня фермы; n – общее число стержней фермы. 

Тем не менее, для более точного подхода к анализу надежности следует учитывать 

дополнительный прогиб, возникающий вследствие влияния изгибающих моментов и 

поперечных сил в стержнях от нагрузки в виде собственного веса. Будем считать данную 

характеристику sw
 малоизменчивой, которую можно вычислить с высокой точностью в 

различных программно-вычислительных комплексах. 

Тогда математическую модель предельного состояния для анализа фермы по 

критерию прогиба можно записать в виде: 

 
swпр

n

i i

iiFi

A

lPNN

E




1

,,1
~

1

.                                     (4) 

Усилие в i-ом стержне фермы от внешней нагрузки 
 PN iF

~
,  во многих задачах может 

быть записано для каждого стержня в виде 
Pi

~


, где i  – коэффициент, зависящий от 

геометрических параметров (размеров) фермы [6].  

Тогда, математическую модель предельного состояния можно записать в виде: 

 









n

i i

iii

swпр
ult

A

lN

E
PP

1

,1

~



.                                                    (5) 

На стадии проектирования также можно учесть изменчивость модуля упругости и 

площадей поперечного сечения стержней ферм. Согласно Г. Шпете [7], коэффициент 

вариации модуля упругости стали находится в пределах от 0,02 до 0,06. По данным 
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экспериментальных исследований [8] коэффициент вариации модуля упругости стали 

зависит в т.ч. от метода его измерения: при измерении деформаций экстензометром получен 

коэффициент вариации 2,4%, при измерении деформаций тензорезистором – 4,7%. 

Например, по ГОСТ 30245-2015 «Профили стальные гнутые замкнутые сварные 

квадратные и прямоугольные для строительных конструкций», высота (ширина) профиля 

100х100х5 может изменяться в пределах [99; 101] мм. В соответствии с ГОСТ 19903-2015 

«Прокат листовой горячекатаный. Сортамент» для профиля размерами 100х100х5 толщина 

стенки может иметь погрешность ±0,40 мм. При допустимых отклонениях можно получить 

интервал возможных значений момента сопротивления сечения W=[52,24; 62,48] см3 при 

среднем значении W=57,32 см3. Если принять нормальное распределение вероятностей для 

момента сопротивления сечения, а границы допустимого интервала считать установленными 

по «правилу трех сигм» [9], то максимальное среднеквадратическое отклонение для данного 

профиля составит SW=1,71 см3. Коэффициент вариации момента сопротивления сечения 

составит 3%. Для профиля 50х5 интервал значений составит [11,33; 13,26] см3. Предельный 

коэффициент вариации – 2,6%. Аналогично для площадей поперечных сечений: для сечения 

50х5 интервал возможных площадей [8,26; 9,74] см2, предельный коэффициент вариации – 

2,78%.  

Вопрос исследования изменчивости геометрических характеристик поперечных 

сечений стальных элементов требует отдельного изучения. Более того, вид и параметры 

распределения вероятностей для данных характеристик будут зависеть от завода-

производителя стального проката и технологических особенностей оборудования. Также 

следует отметить, что при нормальном законе распределения данных характеристик сильно 

возрастает нелинейность функции случайных величин в математической модели 

предельного состояния (5). Для достоверной оценки индекса надежности или вероятности 

безотказной работы в таком случае потребуется использование более сложных подходов к 

анализу надежности, например SORM (Second Order Reliability Method) [10] или TANA 

(Two-point Adaptive Nonlinear Approximations) [11]. Таким образом, учитывая малый 

коэффициент вариации при предположении нормального распределения и выполнения 

допусков ГОСТ 30245-2015, на первой стадии расчета будем рассматривать площади 

поперечных сечений стержней как детерминированные (постоянные) величины. 

Тогда с учетом дополнительных случайных величин, математическую модель 

предельного состояния (4) можно представить в виде: 

kEP
~~

 .                                                                 (6) 

где введено обозначение 

 









n

i i

iii

swпр

A

lN
k

1

,1 

. 

Зачастую для нагрузки или физико-механических свойств материала трудно получить 

достоверную модель распределения вероятностей. Например, даже при проведении 

испытаний 100 контрольных образцов стали для определения модуля упругости, невозможно 

получить точные оценки математического ожидания и среднеквадратического отклонения 

для генеральной совокупности данных. Эти параметры будут характеризоваться 

доверительными интервалами. По верхним и нижним границам интервалов можно получить 

четыре различных варианта функции распределения случайной величины (рисунок 1).  

В запас надежности такие модели случайных величин можно характеризовать 

предельными значениями. Например, принять для нагрузки верхние значения доверительных 

интервалов математического ожидания и среднеквадратического отклонения. Однако такой 

подход может привести к неверным выводам о безопасности конструкции – низкий уровень 

надежности может быть вызван эпистемологической неопределенностью – недостатком 

статистической информации о случайных величинах или неточностью ее оценки. 
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Следовательно, рациональным подходом в данном случае является рассмотрение двух 

альтернативных вариантов, которые в итоге сформируют интервал значений надежности. 

При таком подходе случайные величины характеризуются не конкретными 

распределениями вероятностей, а областями, сформированными граничными функциями 

распределения вероятностей. Такая модель случайной величины называется р-блок (p-box, 

probability box) [12, 13]. 

 
 

Рисунок 1 – Граничные функции распределения, формирующие р-блок 

 

Р-блок случайной величины X представляет собой две граничные функции 

распределения вероятностей случайной величины )(xF X  и 
)(xF X , которые создают 

область возможного, но наперед неизвестного, распределения вероятностей с некоторой 

обеспеченностью (достоверностью). Модели р-блоков основываются на современных 

теориях анализа данных: теории возможностей, теории нечетких множеств, теории 

свидетельств Демпстера-Шефера, интервальном анализе, Байесовского подхода и др. 

Результаты исследования 

Индекс надежности   по математической модели (6) можно вычислить как: 

  22

PE

PE

SkS

mkm






,                                                        (7) 

где Em  – математическое ожидание модуля упругости стали; Pm  – математическое 

ожидание узловой нагрузки Р; ES
 – среднеквадратическое отклонение модуля упругости 

стали; PS
 – среднеквадратическое отклонение узловой нагрузки Р. 

В таблице В2 Eurocode 0 приведены предложения по нормированию минимального 

значения индекса надежности  . Минимальный индекс надежности зависит от класса 

надежности сооружения RC (RC3, RC2 или RC1), связанного с классами последствий 

разрушения. Внутри каждого класса RC также предусмотрены различные контрольные 

значения индекса надежности в зависимости от вида предельного состояния. Так для класса 

RC2 по условию эксплуатационной пригодности контрольное значение индекса надежности 

для 1 года эксплуатации составляет 9,2 , а для 50 лет 5,1 . 
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Как было отмечено выше, затруднительно получить точные статистические оценки 

математического ожидания и стандартного отклонения. Следовательно, индекс надежности 

по (7) можно представить в интервальной форме (8): 

2
2

PE

PE

SkS

mkm













 и 
  22

PE

PE

SkS

mkm






.                                        (8) 

В случае нормального распределения нагрузки и модуля упругости, вероятность 

безотказной работы P можно найти в виде интервала как: 

     ФФPPP );(; 
,                                                     (9) 

где Ф(β) – табличные значения интегральной функции Лапласа; P  и P  – нижнее и 

верхнее значения вероятности безотказной работы. 

Большинство параметров в математической модели (6) действительно хорошо 

описываются нормальным распределением. Однако, как отмечено в ряде фундаментальных 

исследований [14, 15], для снеговой нагрузки предпочтительнее использовать распределение 

Гумбеля (называемое двойное экспоненциальное или обобщенное распределение 

экстремальных значений I типа). При изменении законов распределений случайных величин 

формула (9) даст неверную оценку вероятности безотказной работы, и оценка индекса 

надежности также станет неинформативной. 

Для решения данной задачи необходимо использовать алгоритм прямого вычисления 

вероятности безотказной работы. Для этого преобразуем математическую модель 

предельного состояния (9) к виду: 

strsnow PkEP
~~~


,                                                          (10) 

где snowP
~

 – узловая нагрузка от снегового воздействия; strP
~

 – узловая нагрузка без 

учета снегового воздействия. 

Случайная величина в левой части неравенства описывается распределением Гумбеля, 

а случайные величины в правой части неравенства описываются нормальным 

распределением. Для общности, запишем неравенство (10) в виде: 

YX  ,                                                                      (11) 

где введены обозначения 
XPsnow 

~
, 

YPkE str 
~~

. 

Для оценки статистических параметров Y может быть использовано известное 

правило композиции нормальных законов распределения: strPEy mkmm ,
, 

   2,
2

strPEy SkSS 
. 

Вероятность безотказной работы для математической модели вида (11) можно 

вычислить по формуле [1] (12):  





0

)()( dxxFxfP xy

,                                                      (12) 

где 
)(xf y  – плотность распределения случайной величины Y; 

)(xFx  – функция 

распределения случайной величины X. 

Т.к. каждый р-блок имеет две граничные функции распределения, то выражение (12) 

можно записать в виде (13): 
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
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,                                                  (13) 

где 
)(xF x  и )(xF x  – нижняя и верхняя граничные функции распределения 

вероятностей случайной величины X; 
)(xf

y  и 
)(xf y  – нижняя и верхняя граничные 

функции плотности распределения случайной величины Y.  

С учетом принятых выше законов распределения для модели (11) можно записать 

выражение (12) в виде: 

 
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. 

Параметры закона распределения Гумбеля могут быть вычислены по статистической 

выборке N следующим образом (14): 

  xSN   75,054,178,0
, 

  xx SNm 69,034,045,0 
,              (14) 

где N  – количество значений в выборке; xm
 – математическое ожидание случайной 

величины X; xS
 – среднеквадратическое отклонение случайной величины X. 

Т.к. функции представлены р-блоками, то можно записать: 
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.                        (16) 

После вычисления интервальных значений параметров  , 


, xm
, ym

, xS
 и yS

, 

вероятности безотказной работы по (15)-(16) рассчитываются в программе MathCAD или 

аналогичной ей. Представленный выше алгоритм может быть использован на стадии 

проектирования фермы, а также на стадии ее эксплуатации при проведении обследования.  

Возможен вариант численного решения суммирования р-блоков нагрузки. Более 

подробная информация по такому подходу приведена в исследовании [16]. 
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Рассмотрим еще один подход к вероятностному анализу надежности фермы по ее 

прогибу. Выше использовались ограничения прогиба, исходя из эстетико-психологических 

или технологических требований. Однако на стадии эксплуатации прогиб может также 

служить индикатором напряженно-деформированного состояния фермы. Проводя 

мониторинг прогиба фермы можно судить о вероятности потери устойчивости сжатых 

стержней фермы. 

На стадии эксплуатации математическая модель предельного состояния может быть 

принята в виде (17): 

прmax ,                                                           (17) 

где max
 – максимальный прогиб фермы от эксплуатационной нагрузки;  

Предельное сжимающее усилие в выбранном элементе фермы по условию его 

устойчивости может быть записано в виде: ultultyultultult ARPN  
. Тогда предельный 

прогиб фермы по условию потери устойчивости заданного стержня (i=ult) можно записать 

как: 





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1

,1 





,                                         (18) 

где yR
 – расчетное сопротивление стали; ult

 – коэффициент устойчивости 

выбранного стержня;  

В [17] приводятся аппроксимации для коэффициента устойчивости  . В случае 

использования стальных гнутозамкнутых профилей может быть принята зависимость (19): 

E

Ry2034,01  
.                                                  (19) 

Для расчета надежности, математическая модель предельного состояния (18) может 

быть приведена к виду (20): 
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,                             (20) 

где вводится понятие предельной прочности стали ults,
~

 взамен расчетного 

сопротивления стали yR
, т.к. расчетное сопротивление имеет заданную обеспеченность. 

Классический алгоритм анализа надежности FOSM (First Order Second Moment) может 

выполнить неверную оценку индекса надежности вследствие нелинейности математической 

модели предельного состояния с учетом случайных величин. Для решения данной задачи 

необходимо использовать алгоритм FORM (First Order Reliability Method) [18, 19] с 

использованием интервальных оценок математического ожидания и стандартного 

отклонения для модуля упругости и предала прочности стали. 

Однако на стадии эксплуатации может присутствовать ряд факторов, снижающих 

достоверность оценки надежности фермы на базе математической модели предельного 

состояния, полученной из теоретических условий работы фермы. Для более объективной 

оценки надежности необходимо выявить экспериментальным путем уравнения регрессии 

между действительным прогибом фермы и относительными деформациями ее стержней. В 

качестве моделей случайных величин также следует использовать р-блоки. На базе 

полученных уравнений можно оценивать деформации стержней по контролируемому 

прогибу, а также установить его предельное значение, исходя из предельных относительных 

деформаций стержней, полученных из условий их устойчивости и прочности. Более 

подробную информацию о данных подходах можно найти в [20]. 
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Выводы 

1. В статье разработаны новые подходы к вероятностной оценке надежности стальных 

ферм по критерию прогиба с использованием р-блоков (probability boxes) как моделей 

случайных величин. Р-блоки представляют собой область, сформированную граничными 

функциями распределения вероятностей случайных величин, внутри которой находится 

действительная функция распределения, которая неизвестна вследствие эпистемологической 

неопределенности данных; 

2. Критерием предельного прогиба на стадии эксплуатации фермы также может 

выступать его значение, при котором отдельный стержень фермы потеряет свою 

устойчивость. Выявление предельного прогиба по данному критерию поспособствует 

упрощению мониторинга безопасности эксплуатации ферм; 

3. Оптимальным решением при оценке надежности эксплуатируемых ферм является 

учет реальной расчетной схемы фермы, выявленной экспериментально-теоретическим 

подходом, с использованием р-блоков как моделей случайных величин. Такое решение 

косвенно учитывает возможное снижение жесткости с ростом нагрузки, ошибки при 

изготовлении и монтаже фермы и другие факторы. Более подробная информация по данному 

подходу приведена в [20].  
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