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ОЦЕНКА ВЕРОЯТНОСТИ ОБРАЗОВАНИЯ ЗАПРЕДЕЛЬНЫХ 

ПРОГИБОВ ПОСЛЕ ОБРАЗОВАНИЯ ТРЕЩИН В ЖЕЛЕЗОБЕТОННОЙ 

БАЛКЕ НА СТОХАСТИЧЕСКОМ ОСНОВАНИИ 
 

Аннотация. Представлены результаты расчета железобетонной балки на упругом 

стохастистически неоднородном основании после образования трещин в бетоне. 

Коэффициенты податливости основания рассматриваются как случайные стационарные 

функции, а нагрузка предполагается случайной нестационарной функцией координаты х. 

Прочностные параметры бетона принимаются случайными гауссовыми величинами. 

Приводятся параметры распределения, как начальной изгибной жесткости железобетонной 

балки, так и жесткости балки после образования трещин, как функции случайной кубиковой 
прочности бетона. Определяются параметры плотностей распределения прогибов балки до 

образования в ней трещин, а также после образования трещин. Для приближенного решения 

дифференциального уравнения изгиба железобетонной балки после образования трещин 

используется вариационный принцип стационарности дополнительной энергии (функционал 

Кастильяно). Это позволяет определить вероятностные характеристики распределения 

эквивалентной постоянной жесткости балки, вероятностные параметры распределения 

прогибов балки после образования трещин, а также суммарный дифференциальный закон 

распределения прогибов в балке на упругом основании в произвольном сечении балки. Определена 

вероятность возникновения предельного состояния в виде превышения величины предельной 

нормативной величины прогибов c учётом возможного образования трещин в балке. 
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EVALUATION OF THE PROBABILITY OF THE FORMATION  

OF ULTIMATE DEFLECTIONS IN A REINFORCED CONCRETE BEAM  

WITH CRACKS ON A STOCHASTIC BASE 
 

Abstract. The results of calculating a reinforced concrete beam on an elastic statistically 

inhomogeneous foundation after the formation of cracks in concrete are presented. The compliance 

coefficients of the base are considered as random stationary functions, and the load is assumed to be a 

random non-stationary function of the x coordinate. Strength parameters of concrete are taken as 

random Gaussian values. The distribution parameters are given for both the initial bending stiffness of 

a reinforced concrete beam and the stiffness of the beam after cracking, as a function of the random 
cube strength of concrete. The parameters of the distribution densities of the deflections of the beam 

before the formation of cracks in it, as well as after the formation of cracks, are determined. For an 

approximate solution of the differential equation for the bending of a reinforced concrete beam after the 

formation of cracks, the variational principle of stationarity of additional energy (the Castigliano 

functional) is used. This makes it possible to determine the probabilistic characteristics of the 

distribution of the equivalent constant stiffness of the beam, the probabilistic parameters of the 

distribution of beam deflections after cracking, as well as the total differential law of the distribution of  
 

© Деминов П.Д., 2022  

ТЕОРИЯ ИНЖЕНЕРНЫХ СООРУЖЕНИЙ. 
СТРОИТЕЛЬНЫЕ КОНСТРУКЦИИ 

 



Строительство и реконструкция 
 

4 _________________________________________________________ №1 (99) 2022 
 

 

 

deflections in a beam on an elastic foundation in an arbitrary section of the beam. The probability of 

occurrence of the limiting state in the form of exceeding the value of the deflections of the beam, the 

limiting standard value of the deflections, taking into account the possible formation of cracks in the 

beam, has been determined. 

 

Keywords: reinforced concrete beam, elastic foundation, probable values, random 

characteristics, cracking, the probability of cracking, the probability of excessive deflections. 
 

Введение 

Вопросы, связанные с оценкой надежности конструкций в вероятностной постановке, 

имеют перспективу для дальнейшего изучения напряженно- деформированного состояния. В 

[1-3] и других работах показано влияние изменчивости контролируемых параметров, в 

частности жесткости сечения, на надежность железобетонных конструкций и их сопряжений.  

В работе [4] были оценена вероятность разрушения и возникновения чрезмерных 

трещин в железобетонной балке, лежащей на упругом статистически неоднородном 

основании. Коэффициенты податливости основания как показано в [5] можно принять 

случайными стационарными функциями, а нагрузка предполагалась случайной 

нестационарной функцией координаты х. Прочность бетона принималась случайной 

гауссовой величиной. При этом предполагалось, что трещиностойкость балки обеспечена.  

В работе [6] получены статистические характеристики для предельной поперечной 

силы в изгибаемом железобетонном элементе, а в работе [7] получена оценка вероятности 

разрушения по наклонному сечению от действия поперечной силы при изгибе, а также 

суммарной вероятности наступления предельных состояний железобетонной балки с 

вероятностными параметрами прочности, лежащей на упругом основании модели 

В.З. Власова-П.Л. Пастернака, обладающей стохастическими свойствами. 

В случае если в железобетонной балке возникают трещины, и её изгибная жесткость 

становится переменной по длине, то уравнение изогнутой оси балки на упругом основании 

принимает вид [8]: 

                                        
𝑑2

𝑑𝑥2
[𝐵(𝑥)

𝑑2𝑤(𝑥)

𝑑𝑥2
] − 𝐶2(𝑥)

𝑑2𝑤(𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝐶1(𝑥)𝑤(𝑥) = 𝑞(𝑥).                   (1) 

Это уравнение не имеет замкнутого решения, поэтому уравнение (1) приходится 

решать приближенными методами. Например, вариационным методом Ритца [9], при 

нагружении балки регулярной системой случайных сосредоточенных сил 𝑃𝑗 путем замены 

кусочно-постоянной жесткости на эквивалентную постоянную жесткость 𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣, при которой 

прогиб балки в сечении под силой будет равен прогибу в этом сечении балки с кусочно-

постоянной жесткостью (рисунок 1).  

 
Рисунок 1 - К определению эквивалентной жесткости 



Теория инженерных сооружений. Строительные конструкции 
 

№ 1 (99) 2022 _________________________________________________________ 5 
 

 

 

Результаты и обсуждение 

Математическое ожидание прогибов балки с постоянной начальной жесткостью 

𝐵0(𝑅) на упругом основании с двумя коэффициентами постели будет иметь вид аналогичный 

прогибам для подобной балки в детерминированной постановке [10]: 

𝑤[𝑥, 𝐵0(𝑅)] >= − 
1

4𝐵0(𝑅) 𝛼𝛽(𝛼2 + 𝛽2) 
 ∙ 

                             ∙∑ < 𝑃𝑗 > 𝑒−𝛼(𝑥−𝑙𝑗)
𝑈

𝑗=0

[𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝛽(𝑥 − 𝑙𝑗) + 𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽(𝑥 − 𝑙𝑗)],         𝑥 ≥ 0 ,             (2) 

где  𝛼 = √
1

2
√
<С1>

𝐵0(𝑅)
+

<С2>

4𝐵0(𝑅)
;      𝛽 = √

1

2
√
<С1>

𝐵0(𝑅)
− 

<С2>

4𝐵0(𝑅)
. 

А дисперсия прогибов (3) определяется выражением [11]: 

𝐷𝑤[𝑥, 𝐵0(𝑅)] = 2 < 𝑤[𝑥, 𝐵0(𝑅)] >
2 ∫

𝑆𝐶1(𝜔)𝑑𝜔

|𝐵0 (𝑅)𝜔4 + < 𝐶2 > 𝜔2 +< 𝐶1 > |2
+  

∞

0

 

+2 {
𝑑2w[x, B0(R)]

𝑑𝑥2
}

2

∫
𝑆𝐶2(𝜔)𝑑𝜔

|𝐵0 (𝑅)𝜔4 + < 𝐶2 > 𝜔2 +< 𝐶1 > |2

∞

0

+ 

                                             +2∫
𝑆𝑞(𝜔)𝑑𝜔

|𝐵0 (𝑅)𝜔4 + < 𝐶2 > 𝜔2 +< 𝐶1 > |2

∞

0

 ,                                             (3) 

где    < 𝐶1 >  и < 𝐶2 >  математические ожидания коэффициентов постели; 

𝑆𝐶1(𝜔), 𝑆𝐶2(𝜔), 𝑆𝑞(𝜔) – спектральные плотности коэффициентов постели и нагрузки. 

Из выражения (3) следует, что прогибы балки ещё до образования трещин являются 

нестационарной случайной функцией [12-14] даже в том случае, если свойства основания 

представлены стационарными случайными функциями. 

Плотность распределения вероятности прогибов балки в произвольном сечении до 

образования трещин будем принимать нормальным, тогда она будет иметь вид: 

                           𝑝𝑤(𝑥, 𝑤) =
1

√2𝜋𝐷𝑤[𝑥, 𝐵0(𝑅)]
𝑒𝑥𝑝 {−

(𝑤−< 𝑤[𝑥, 𝐵0(𝑥)] >)
2

2𝐷𝑤[𝑥, 𝐵0(𝑅)]
} .                         (4) 

В выражениях (2)-(4) начальная жесткость балки 𝐵0 является функцией кубиковой 

прочности бетона: 

                                                       𝐵0(𝑅) = 0,85 𝐼𝑟𝑒𝑑(𝑅)𝐸𝑏(𝑅).                                                               (5) 
Приведенный момент инерции в (5), равный: 

                                                          𝐼𝑟𝑒𝑑(𝑅) =  𝐼𝑏 + 
𝐸𝑠

𝐸𝑏(𝑅)
𝐼𝑠.                                                                     

можно принять неслучайной величиной, вычисленной при 𝑅 =< 𝑅 >. 

Начальный модуль упругости бетона 𝐸𝑏  будем полагать неслучайной функцией 

кубиковой прочности бетона проверенного практикой вида: 

                                         𝐸𝑏(𝑅) =  550 000 𝑅 (270 + 𝑅)⁄ .                                                                        (6) 
После линеаризации функции (6) в окрестности математического ожидания 

кубиковой прочности бетона < 𝑅 > получаем вероятностные параметры распределения 

(математическое ожидание и дисперсию) начального модуля упругости бетона, полагая 

закон нормальным: 

                         < 𝐸𝑏 > =  
550 000 < 𝑅 >

270+< 𝑅 >
;         𝐷𝐸𝑏 = [

550 000 ∙ 270 

(270+< 𝑅 >)2
]

2

𝐷𝑅 .                           (7) 
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Тогда вероятностные характеристики распределения начальной жесткости балки с 

учётом (7) равны (8): 

                       < 𝐵0(𝑅) > = 0,85 𝐼𝑟𝑒𝑑 < 𝐸𝑏 >;          𝐷𝐵0 = (0,85 𝐼𝑟𝑒𝑑)
2 𝐷𝐸𝑏 .                                   (8) 

Выражения для математического ожидания (2) и дисперсии (3) прогибов балки до 

образования трещин были получены для конкретной реализации случайной кубиковой 

прочности бетона 𝑅, с учётом же случайного характера прочности бетона математическое 

ожидание и дисперсия прогибов балки без трещин будут иметь вид: 

                                                         < 𝑤0(𝑥) >= ∫ < 𝑤[𝑥, 𝐵0(𝑅)] >

∞

−∞

𝑝𝑅(𝑅)𝑑𝑅;                                  (9) 

                                                      𝐷𝑤0(𝑥) = ∫ 𝐷𝑤[𝑥, 𝐵0(𝑅)]

∞

−∞

𝑝𝑅(𝑅)𝑑𝑅,                                              (10) 

где 𝑝𝑅(𝑅) – плотность вероятности кубиковой прочности бетона с математическим 

ожиданием < 𝑅 > и дисперсией 𝐷𝑅. 

Плотность распределения вероятности прогибов балки до образования трещин в 

произвольном сечении c учётом вероятностной природы прочности бетона и с учетом (9) и 

(10) будет иметь вид: 

                                  𝑝𝑤0(𝑥, 𝑤) =
1

√2𝜋𝐷𝑤0(𝑥)
𝑒𝑥𝑝 {−

(𝑤−< 𝑤0(𝑥) >)
2

2𝐷𝑤0(𝑥)
} .                                  (11) 

После образования трещин жесткость балки на участках с трещинами при длительном 

действии нагрузки величина 𝐵𝑐𝑟𝑐  с достаточно высокой точностью определяется 

выражением (обозначения приняты по [15]): 

                                      𝐵𝑐𝑟𝑐(𝑅) = 𝐴𝑠ℎ0
2𝐸𝑠  

1 − 0,5𝜉𝑐𝑟𝑐  

0,9 +
7𝜇𝑠𝑛(𝑅)

6𝜇𝑠 
′ 𝑛(𝑅)+𝜉𝑐𝑟𝑐(𝑅)

.                                            (12) 

При этом в относительную высоту сжатой зоны бетона в сечении с трещиной можно 

записать в виде: 

                                                      𝜉𝑐𝑟𝑐(𝑅) =  
10𝜇𝑠𝑛(𝑅)

1,15 + 18𝜇𝑠𝑛(𝑅) + 6𝜇𝑠 ′ 𝑛(𝑅)
.                                    (13) 

В выражениях (12) и (13) обозначено: 

           𝑛(𝑅) =
𝐸𝑠

𝐸𝑏(𝑅)
;  𝜇𝑠 =

𝐴𝑠
𝑏ℎ0

;   𝜇𝑠
′ =

𝐴𝑠
′

𝑏ℎ0
.           

Несмотря на сложный характер связи жесткости в сечении с трещиной 𝐵𝑐𝑟𝑐 (𝑅) с 

кубиковой прочностью бетона 𝑅 в формуле (12), жесткость после образования трещин 

можно считать нормально распределенной случайной величиной с характеристиками, 

равными, которые определяются в соответствии с правилами действий с неслучайными 

функциями случайных величин [16]:  

математическое ожидание 

                                                   < 𝐵𝑐𝑟𝑐 > = ∫  𝐵𝑐𝑟𝑐

∞

−∞

(𝑅)𝑝𝑅(𝑅)𝑑𝑅,                                                       

дисперсия 

                                               𝐷𝐵𝑐𝑟𝑐 = ∫ 𝐵𝑐𝑟𝑐
2 (𝑅)𝑝𝑅

∞

−∞

(𝑅)𝑑𝑅 − < 𝐵𝑐𝑟𝑐 >
2 .                                        

Постоянная эквивалентная жесткость балки, полученная с использованием 

вариационного исчисления путём минимизации смешанного функционала второго вида 

Эрика Рейсснера [17] или из функционала Ху-Васицу [18], которые в нашем случае 
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трансформируется, как показано в [19] в функционал принципа стационарности 

дополнительной энергии (функционал Карло Кастильяно), является функцией начальной 

жесткости балки, жесткости балки на участках с трещинами, длины зон с трещинами, 

коэффициентов постели основания и нагрузки: 

            𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣 = 𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣[𝐵0(𝑅), 𝐵𝑐𝑟𝑐(𝑅), 𝑙𝑐𝑟𝑐(𝑅𝑏𝑡), 𝐶1, 𝐶2, 𝑃] = 𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣(𝑅,𝑅𝑏𝑡 , 𝐶1, 𝐶2, 𝑃).          
Тогда с учетом вероятностной природы входных параметров для математического 

ожидания эквивалентной жесткости будем иметь: 

  < 𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣 >= ∬∭𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣

∞

−∞

∞

−∞

(𝐶1, 𝐶2, 𝑅, 𝑅𝑏𝑡, 𝑃)𝑝𝐶1(𝐶1) 𝑝𝐶2(𝐶2) ∙  

                                           ∙  𝑝𝑅(𝑅)𝑝𝑅𝑏𝑡(𝑅𝑏𝑡)𝑝𝑃(𝑃)𝑑𝐶1𝑑𝐶2𝑑𝑅𝑑𝑅𝑏𝑡𝑑𝑃,                                          (14) 

а для дисперсии эквивалентной жесткости получаем: 

             𝐷𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣 = ∬∭𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣
2

∞

−∞

∞

−∞

(𝐶1, 𝐶2, 𝑅, 𝑅𝑏𝑡, 𝑃)𝑝𝐶1(𝐶1) 𝑝𝐶2(𝐶2) ∙                           

                                   ∙  𝑝𝑅(𝑅)𝑝𝑅𝑏𝑡(𝑅𝑏𝑡)𝑝𝑃(𝑃)𝑑𝐶1𝑑𝐶2𝑑𝑅𝑑𝑅𝑏𝑡𝑑𝑃 −< 𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣 >
2 .                       (15) 

Распределение плотности вероятности эквивалентной жесткости фундаментной 

железобетонной балки с учётом (14) и (15) будет иметь нормальный вид (16): 

                         𝑝𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣(𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣) =
1

√2𝜋𝐷𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣

𝑒𝑥𝑝 [−
(𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣−< 𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣 >)

2

2𝐷𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣
] .                          (16) 

Функция прогибов железобетонной балки на упругом основании после образования 

нормальных трещин при замене переменой кусочно-постоянной жесткости на постоянную 

эквивалентную жёсткость будет иметь вид: 

𝑤𝑐𝑟𝑐(𝑥, 𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣) = − 
1

4𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣 𝛼𝛽(𝛼2 + 𝛽2) 
 ∙ 

                          ∙∑𝑃𝑗𝑒
−𝛼(𝑥−𝑙𝑗)

𝑈

𝑗=0

[𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝛽(𝑥 − 𝑙𝑗) + 𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽(𝑥 − 𝑙𝑗)],          𝑥 ≥ 0 ,                         

где  𝛼 = √
1

2
√

С1

𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣
+

С2

4𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣
;      𝛽 = √

1

2
√

С1

𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣
− 

С2

4𝐵𝑒𝑞𝑢𝑖𝑣
. 

Математическое ожидание прогибов балки с трещинами с учетом случайного 

характера коэффициентов постели, прочности бетона и нагрузки будет равно:  

      < 𝑤𝑐𝑟𝑐(𝑥) >= ∬∭𝑤𝑐𝑟𝑐

∞

−∞

∞

−∞

(𝑥, 𝐶1, 𝐶2, 𝑅, 𝑅𝑏𝑡 , 𝑃)𝑝𝐶1(𝐶1) 𝑝𝐶2(𝐶2) ∙  

                                        ∙  𝑝𝑅(𝑅)𝑝𝑅𝑏𝑡(𝑅𝑏𝑡)𝑝𝑃(𝑃)dC1dC2dRdRbtdP,                                                (17) 

а для дисперсии прогибов балки с трещинами получаем: 

    𝐷𝑤𝑐𝑟𝑐(𝑥) =  ∬∭𝑤𝑐𝑟𝑐
2

∞

−∞

∞

−∞

(𝑥, 𝐶1, 𝐶2, 𝑅, 𝑅𝑏𝑡 , 𝑃)𝑝𝐶1(𝐶1) 𝑝𝐶2(𝐶2) ∙  

                             ∙  𝑝𝑅(𝑅)𝑝𝑅𝑏𝑡(𝑅𝑏𝑡)𝑝𝑃(𝑃)𝑑𝐶1𝑑𝐶2𝑑𝑅𝑑𝑅𝑏𝑡𝑑𝑃 −< 𝑤𝑐𝑟𝑐(𝑥) >
2 .                           (18) 

Распределение плотности вероятности прогибов фундаментной железобетонной балки 

после образования трещин в произвольном сечении с учётом (17) и (18) будет иметь 

нормальный вид: 

                                𝑝𝑤𝑐𝑟𝑐(𝑥,𝑤) =
1

√2𝜋𝐷𝑤𝑐𝑟𝑐(𝑥)
𝑒𝑥𝑝 {−

[𝑤−< 𝑤𝑐𝑟𝑐(𝑥) >]
2

2𝐷𝑤𝑐𝑟𝑐(𝑥)
} .                           (19) 
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Вероятность образования трещин в балке на упругом основании произвольном 

сечении будет равна: 

                        ℙ𝑐𝑟𝑐(𝑥) =  ∬𝑝𝑅𝑏𝑡(𝑅𝑏𝑡) 𝑝𝑅

∞

−∞

(𝑅) ∫ 𝑝𝑀

∞

𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅,𝑅𝑏𝑡)

(𝑥,𝑀,𝑅)𝑑𝑀𝑑𝑅𝑏𝑡𝑑𝑅,                   (20) 

здесь 𝑝𝑀(𝑥,𝑀, 𝑅) – плотность вероятности изгибающих моментов в балке при 

некоторой конкретной реализации кубиковой прочности бетона в произвольном сечении; 

𝑀𝑐𝑟𝑐(𝑅, 𝑅𝑏𝑡) = 𝑅𝑏𝑡𝑊𝑝𝑙(𝑅)  - момент образования нормальных трещин в 

железобетонной балке. 

Суммарный дифференциальный закон распределения прогибов в балке на упругом 

основании в произвольном сечении с учётом (11), (19) и (20) будет иметь в соответствии с 

[20] вид: 

𝑝𝑤(𝑥, 𝑤) = 𝑝𝑤0(𝑥,𝑤)[1 − ℙ𝑐𝑟𝑐(𝑥)] + 𝑝𝑤𝑐𝑟𝑐(𝑥,𝑤)ℙ𝑐𝑟𝑐(𝑥) =    

=
1

√2𝜋𝐷𝑤0
𝑒𝑥𝑝 {−

[𝑤−< 𝑤0(𝑥) >]
2

2𝐷𝑤0
} [1 − ℙ𝑐𝑟𝑐(𝑥)] + 

                                              +
1

√2𝜋𝐷𝑤𝑐𝑟𝑐
𝑒𝑥𝑝 {−

[𝑤−< 𝑤𝑐𝑟𝑐(𝑥) >]
2

2𝐷𝑤𝑐𝑟𝑐
} ℙ𝑐𝑟𝑐(𝑥).                              

Теперь можно найти в произвольном сечении балки вероятность превышения 

прогибами некоторого допустимого нормативного прогиба [𝑤] c учётом возможного 

образования трещин: 

   ℙ[𝑤](𝑥) = ∫ 𝑝𝑤(𝑥, 𝑤)

∞

[𝑤]

𝑑𝑤 =

(

 1− 𝛷

{
 

 [𝑤]−< 𝑤0(𝑥) >

√𝐷𝑤0(𝑥) }
 

 

)

 [1 − ℙ𝑐𝑟𝑐)𝑥)] + 

                                                   +

(

 1 − 𝛷

{
 

 [𝑤]−< 𝑤𝑐𝑟𝑐(𝑥) >

√𝐷𝑤𝑐𝑟𝑐(𝑥) }
 

 

)

 ℙ𝑐𝑟𝑐(𝑥),                                      

где 𝛷(𝑧) - интеграл вероятностей Гаусса вида 𝛷(𝑧) =
1

√2𝜋
∫ exp (−

𝑡2

2

𝑧

−∞

)𝑑𝑡. 

Выводы  

Получена оценка вероятности превышения прогибами железобетонной балки на 

упругом статистически неоднородном основании с двумя коэффициентами постели 

предельных нормативных прогибов. Нагрузка на балку рассматривалась как случайная 

нестационарная функция, а прочность бетона как случайная величина. При этом 

учитывалось, что в железобетонной балке с некоторой вероятностью могут возникнуть 

нормальные трещины, которые приведут к возникновению переменной по длине балки 

изгибной жесткости. 
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