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ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОГИБОВ И ЧАСТОТ СОБСТВЕННЫХ 

КОЛЕБАНИЙ КРУГЛЫХ ИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИН ЛИНЕЙНО 

ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ С УТОЛЩЕНИЕМ К КРАЮ 
 

Аннотация. Рассматривается взаимосвязь максимальных прогибов от статической 

равномерно распределённой нагрузки W0 и основной частоты собственных поперечных 

колебаний ω круглой изотропной пластинки линейно переменной толщины с утолщением к краю 

при однородных условиях опирания по внешнему контуру в зависимости от соотношения 

толщины пластины в центре к толщине по краю. По результатам исследования построены 

графики зависимости максимального прогиба и частоты собственных колебаний пластинки от 

соотношения t1/t2. Показано, что для круглых пластинок линейно переменной толщины при 
t1/t2<1,1 коэффициент К с точностью до 5,9% совпадает с аналитическим коэффициентом для 

круглых пластинок постоянной толщины. Числеными исследованиями установлено, что при 

соотношении толщин на контуре и в центре равном двум расхождение коэффициента К, 

устанавливающего связь между статическими и динамическими характеристиками платин, 

составляет порядка 25% для шарнирного опирания по контуру и до 37% при жёстком 

опирании. Это свидетельствует о более значительном влиянии неравномерного распределения 

массы для таких граничных условий. 
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RELATIONSHIP OF MAXIMUM DEFLECTIONS AND NATURAL 

FREQUENCIES VIBRATIONS OF ISOTROPIC CIRCULAR PLATES  

WITH INHOMOGENEOUS RESISTANCE CONDITIONS ON THE  

OUTER AND INNER CONTOUR 
 

Abstract. The relationship between the maximum deflections from a static uniformly 

distributed load W0 and the fundamental frequency of natural transverse vibrations of a round isotropic 

plate of linearly variable thickness with thickening to the edge under homogeneous conditions of 

support along the outer contour, depending on the ratio of the thickness of the plate in the center to the 

thickness along the edge, is considered. According to the results of the study, graphs of the dependence 

of the maximum deflection and the frequency of natural vibrations of the plate on the ratio t1 / t2 are 

constructed. It is shown that for round plates of linearly variable thickness at t1/t2<1.1 coefficient K 

with an accuracy of 5.9% coincides with the analytical coefficient for round plates of constant 

thickness. Numerical studies shows that when the ratio of the thicknesses on the contour and in the 

center is equal to two, the difference in the coefficient K, which depends on the relationship between the 
static and dynamic characteristics of the platinum, is about 25% for hinged support along the contour 

and up to 37% for rigid support. This indicates a more significant effect of uneven mass distribution for 

such boundary conditions. 
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Введение 

Пластины широко применяются в различных областях промышленности, в том числе 

в строительстве. Они работают при различных видах загружений (статических и 

динамических) и при различных закреплениях по внешнему контуру. Применение в 

современных зданиях несущих элементов конструкций в виде круглых пластин вызывает 

потребность в их диагностике и оценке качества. 

В работах проф. В.И. Коробко [1] была установлена фундаментальная закономерность 

для изотропных пластин постоянного сечения, согласно которой независимо от вида 

граничных условий пластины произведение её максимального прогиба W0 от действия 

равномерно распределенной нагрузки q на квадрат основной частоты колебаний в 

ненагруженном состоянии  с точностью до размерного множителя q/m есть величина 

постоянная: 

,
m

q
KW0  2        (1) 

где m – равномерно распределённая по площади масса пластины.  

Исследованиями взаимосвязи максимальных прогибов и частот собственных 

колебаний сплошных и составных пластин занимались В.И. Коробко и О.В. Бояркина 

(Калашникова) [2, 3], А.В. Турков, К.А. Жупикова (Иванушкина) [2, 4, 5], К.В. Марфин [6, 7, 

8, 9], Е.В. Карпова [10, 11] и др. Чтобы подтвердить закономерность (1) для пластин линейно 

переменной толщины с утолщением к краю, были проведены их численные исследования 

при различном соотношении толщины на опоре t1  к толщине пластины по краю t2, при этом 

t1<t2. 
 

Результаты исследований прогибов и частот собственных колебаний круглых 

изотропных пластин линейно переменной толщины с утолщением к краю. 

Расчетная конструкция – круглая изотропная пластина линейно переменной высоты 

(рисунок 1).Численные исследования пластин проводились методом конечных элементов. 

Расчетные схемы составных пластинок приведены на рисунке 2 и 3. При расчете пластинок 

исследовались две схемы опирания: жесткое защемление по контуру (рисунок 3,а) и 

шарнирное опирание по контуру (рисунок 3,б). 
 

 

 
 

 
 

 

Рисунок 1 – Круглая пластинка линейно 

переменной толщины (а – конечно-элементная 

схема; б – толщина пластины) 

Рисунок 2 – Расчётные схемы пластин 

(а – с шарнирным опиранием по контуру; 

б – с защемлением по контуру) 
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Пластина диаметром 6 м разбита на 240 конечных элементов – 24 элемента в 

кольцевом направлении и 10 элементов в радиальном (рисунок 1). Толщина пластины в 

центре принималась постоянной 0,05 м, толщина на опоре являлась переменным параметром 

и изменялась от 0,05 м (пластина постоянной толщины) до 0,10 м с шагом 0,005 м. Пластина 

принята из стали обычного качества, объемный вес 78,5 кН/м3. Модуль упругости принят 

Е=2,06∙105 МПа по нормам СП 16.13330.2017 «Стальные конструкции». Все исследования 

проводились в предположении упругой работы материала. 

Равномерно распределенная нагрузка принималась q = 1 кН/м2. Опирание 

осуществлялось по контуру в контурных узлах пластин. Предусматривались две схемы 

опирания – шарнирное опирание и заделка по контуру. Для определения собственных частот 

поперечных колебаний пластин в узлы конструкции прикладывались сосредоточенные 

массы от собственного веса пластины в соответствии с грузовой площадью узлов. 

Определение частот колебаний и прогибов осуществлялось при помощи программного 

комплекса «SCAD» [12]. Результаты численных исследований пластинки приведены в 

таблицах 1 и 2. 

По данным таблиц 1 и 2 построены графики изменения частот колебаний (рисунок 3), 

максимальных прогибов (рисунок 4) в исследуемых пластинах и коэффициента 

пропорциональности К (рисунок 5). Отклонение фактического значения коэффициента К от 

теоретического определялось по формуле: 

%.100
K

KK

теор

теор



                                                                     (2) 

 
 

Рисунок 3 – Изменение частот собственных колебаний в зависимости от толщины пластины t1  

по краю 

 
 

Рисунок 4 – Изменение прогибов от статической нагрузки в зависимости от толщины пластины t1 

 на опоре  
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Рисунок 5 – Изменение коэффициента К в зависимости от толщины пластины t1 на опоре 

 

Таблица 1– Результаты численных исследований круглой пластины с линейно 

увеличивающейся толщиной от центра к опоре D=6 м при шарнирном опирании 

t1 

(мм) 
t2 (мм) 

Круговая 

частота  

основного  

тона, ω (с-1) 

Максимальный  

прогиб, 

W0 (мм) 

К=W0ω
2/(q/m) 

 

К=W0w
2/(q/m)  

на основе  

аналитических  

W0 и ω 

Отклонение К от 

Каналит % по (2) 

 

50 50 42,52237 21,8409 1,581 

1,579 

-0,11 

55 50 44.88517 18,9567 1,630 -3,23 

60 50 47.23886 16.5676 1,676 -6,17 

65 50 49.59649 14.5684 1,721 -8,96 

70 50 51.96007 12,8808 1,762 -11,62 

75 50 54.33089 11.4452 1,802 -12,97 

80 50 56.70974 10.2158 1,840 -14,14 

85 50 59.09708 9.1563 1,877 -18,84 

90 50 61.4931 8.2382 1,911 -21,03 

95 50 63.89784 7.4386 1,944 -23,13 

50 100 66.31121 6.7388 1,976 -25,14 
 

Таблица 2 – Результаты численных исследований круглой пластины с линейно 

увеличивающейся толщиной от центра к опоре D=6 м при защемлении по контуру 

t1 

(мм) 
t2 (мм) 

Круговая 
частота  

основного  

тона, ω (с-1) 

Максимальный  

прогиб, 

W0 (мм) 

К=W0ω
2/(q/m) 

 

К=W0w
2/(q/m)  

на основе  

аналитических  

W0 и ω 

Отклонение К от 

Каналит % по (2) 

 

50 50 89,80446 5,1396 1,658 

1,629 

-1,81 

55 50 96,93686 4,3013 1,725 -5,89 

60 50 104.0817 3.6425 1,789 -9,84 

65 50 111.2394 3.1166 1,852 -13,67 

70 50 118,410 2.6907 1,912 -17,37 

75 50 125.5933 2.3417 1,970 -20,96 

80 50 132.7893 2.0526 2,027 -24,45 

85 50 139.9976 1.8107 2,083 -27,84 

90 50 147.2179 1.6066 2,136 -31,13 

95 50 154.4498 1.433 2,188 -34,34 

50 100 161.6929 1.2843 2,239 -37,45 

 



Строительство и реконструкция 
 

40 
_________________________________________________________ 

№6 (98) 2021 
 

 

 

Выводы 

В результате численных исследований было определены максимальные прогибы и основные 
частоты колебаний для круглых изотропных пластин  линейно переменной толщины с утолщением в 
центре. Как показали исследования, коэффициент К подчиняется в пределах 5% зависимости 
профессора В.И. Коробко только при соотношении толщины на опоре к толщине в центре 
t1/t2=60/50<1.2 для обеих схем опирания. Это объясняется тем, что зависимость (1) выведена для 
изотропных пластин постоянной толщины и распределение массы неравномерно по всей площади 

пластины приводит к существенной погрешности уже на стадии небольшой разницы между 
толщинами на опоре и в центре. При соотношении толщин t1/t2=100/50=2 расхождение коэффициента 
К с аналитическим составляет порядка 25% для шарнирного опирания по контуру до 37% при жёстком 
опирании, что свидетельствует о более значительном влиянии неравномерного распределения массы 
для таких граничных условий.  
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