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ВЛИЯНИЕ НАКЛОННЫХ РЕБЕР ЖЕСТКОСТИ В УЗЛАХ 

СОЕДИНЕНИЯ ДВУТАВРОВ НА ПЕРЕДАЧУ БИМОМЕНТОВ 
 

Аннотация. Бессдвиговая теория В.З. Власова остается одним из наиболее 

обоснованных походов к расчету тонкостенных стержней с учетом стесненного кручения. В 

то же время использование данной теории для анализа деформаций рамных конструкций еще 

требует проведения исследований с точки зрения условий передачи сил в узлах соединения 

стержней. Как отмечается в литературных источниках, на стыках тонкостенных стержней 

открытого профиля для некоторых конструктивных решений может существенно 

нарушаться баланс бимоментов. В настоящей статье рассматривается аспект данного 

явления для стальных двутавровых профилей, связанный с наличием наклонных ребер 

жесткости в стыковочных узлах. С помощью оболочечных конечноэлементных моделей 

показано влияние наклонных ребер на появление скачков по бимоментам при попарном 
соединении стержней. Выведена зависимость, обеспечивающая возможность учета в 

стержневых моделях жесткости наклонного ребра с точки зрения стеснения депланаций 

поперечных сечений. На основе численных экспериментов установлено, что введение таких 

жесткостей в стержневые конечноэлементные схемы рамных конструкций позволяет с 

достаточно высокой для инженерной практики точностью отразить условие взаимодействия 

стержней по передаче бимоментов. 
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INFLUENCE OF INCLINED STIFFENERS IN I-BEAM 

CONNECTIONS ON BIMOMENT TRANSFERRING 
 

Abstract. Shear-free theory of V.Z. Vlasov remains one of the most reasonable approaches to 

calculating thin-walled bars taking into account constrained torsion. At the same time, the use of this 

theory for the analysis of deformations of frame structures still requires research in terms of the 
conditions for transferring forces in bar connections. As noted in some scientific papers, the balance of 

bimoments can be significantly broken at the joints of thin-walled bars of an open profile in some 

designs. This paper deals with this phenomenon for steel I-beam profiles, associated with the presence 

of inclined stiffeners in joint units. Using shell finite element models, the influence of inclined stiffeners 

on the appearance of bimoment jumps at the pairwise connection of bars is shown. A dependence is 

derived that makes it possible to take into account the stiffness of the inclined edge in the bar models 

from the point of view of the restraint of cross-section warping. On the basis of numerical experiments, 

it was determined that the introduction of such stiffness into the bar finite element schemes of frame 

structures allows to reflect the condition of bars interaction in the transferring of bimoments with a 

sufficiently high accuracy for engineering practice. 
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Введение 

Требования к постановке поперечных ребер жесткости тонкостенных стальных 

стержней открытого профиля регулируются СП 16.13330.2017 «Стальные конструкции. 
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Актуализированная редакция СНиП II-23-81». Для отдельных стержней такого типа, 

выполненных в соответствии нормативными условиями, расчет с учетом стесненного 

кручения может эффективно выполняться на основе бессдвиговой теории В.З. Власова [1]. 

Различные варианты развития этой методологии, в том числе с принятием во внимание 

сдвиговых деформаций, рассмотрением изгиба контура поперечного сечения, отражением 

особенностей силовых воздействий и свойств материалов приведены в трудах ряда авторов 

[2-17]. 

Построение тонкостенных стержневых конечных элементов, основанное 

непосредственного на бессдвиговой теории в рамках двухузловых схем, представлено в ряде 

работ [18-25]. При этом использовались как точные решения дифференциальных уравнений, 

так и классические аппроксимации обобщенных перемещений на основе степенных 

полиномов. В работе [26] изложена процедура реализации бессдвиговой теории с помощью 

бистержневого четырехузлового конечного элемента. 

Учет влияния поперечных ребер на распределение бимоментов подробно рассмотрен 

в книге [1]. Принимается во внимание изгибная жесткость диафрагм, влияющая на 

депланации поперечных сечений стержней. Получена зависимость, выражающая скачок 

бимомента в месте постановки диафрагмы через меру депланации поперечного сечения. 

В работах [23, 27] выполнялся анализ деформирования рамных тонкостенных 

конструкций в предположении баланса бимоментов и равенства мер депланаций на стыках 

стержней. В статьях [28-30] приведены результаты расчета конструкций такого типа на 

основе оболочечных конечноэлементных моделей, показывающие, что это предположение 

может во многих случаях в значительной степени нарушаться. Согласно работе [31] к 

решению данной проблемы можно подойти с помощью комбинированных моделей, 

предусматривающих использование вне зон стыков стержневых конечных элементы, а для 

стыковочных узлов – конечных элементов оболочечного типа. Тем не менее, это приводит к 

усложнению расчетных схем по сравнению со стержневыми моделями. 

В статьях [32, 33] показано, что при наличии поперечных ребер жесткости возможное 

нарушение баланса бимоментов в узлах соединения стержней может быть учтено на основе 

рассмотрения эксцентричной передачи моментов между стержнями. В то же время следует 

иметь в виду, что во многих случаях в узлах рамных тонкостенных конструкций 

устанавливаются наклонные ребра жесткости. Такие ребра могут существенно ограничивать 

депланации поперечных сечений стержней. 

В исследовании [34] разработана методика расчета напряженно-деформированного 

состояния отдельных тонкостенных стержней c двутавровыми поперечными сечениями, 

снабженных наклонными ребрами жесткости, при стесненном кручении. Рассматривается 

оценка взаимодействия наклонных ребер с двутавром на основе метода сил и метода 

последовательных приближений. Выявлено существенное влияние наклонных ребер на 

крутильную жесткость стержней. Данное положение вытекает и из результатов 

исследований работы [35], выполненных с помощью оболочечных моделей, а также статьи 

[36], приводящей результаты натурных экспериментов. В то же время вопрос об отражении 

этого эффекта в стержневых расчетных схемах рамных конструкций требует проведения 

дальнейших исследований. 

В настоящей работе представляется алгоритм учета наклонных ребер жесткости в 

узлах соединения двутавровых профилей при конечноэлементном анализе стальных рам с 

учетом стесненного кручения стержней. Вопрос о точности предлагаемого подхода 

оценивается на основе сопоставления расчетов с помощью стержневых и оболочечных 

конечноэлементных моделей. 

Особенности передачи бимоментов в узле соединения стержней при введении 

наклонного ребра жесткости 
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Рассматривалась линейно деформируемая стержневая система, состоящая из двух 

двутавров №20Б1 по ГОСТ Р 57837-2017 «Двутавры стальные горячекатаные с 

параллельными гранями полок. Технические условия» (рисунок 1). В первом варианте 

конструкции полагалось, что стержни снабжены только поперечными ребрами жесткости 

толщиной 5 мм. Во втором варианте в узле соединения стержней дополнительно вводились 

две наклонные пластины такой же толщины, которые мы будем рассматривать как двойное 

ребро S. Система жестко защемлена в опоре H и нагружена парой сил c моментом M=1 кH·м. 
 

 
 

   

Рисунок 1 – Двухстержневая система 

 

Рисунок 2 – Разбивка двухстержневой 

конструкции на оболочечные конечные 

элементы при наличии наклонного ребра S 
 

Расчеты выполнялись в программном комплексе Autodesk NEiNastran (лицензия 

ФГБОУ ВО «Брянский государственный инженерно-технологический университет» № PR-

05918596) с помощью оболочечных моделей. Для первого варианта использовалось 16506 

плоских четырехузловых конечных элементов. Для второго варианта модель дополнительно 

включала 224 конечных элементов данного типа, описывающих деформации ребра S. 

Система конечных элементов для исследуемого объекта при наличии ребра S 

проиллюстрирована на рисунке 2. На основании напряжений, полученных в оболочечных 

конечных элементах, вычислялись значения бимоментов в ряде поперечных сечений 

стержней. На рисунке 3 показаны эпюры бимоментов, построенные для обоих вариантов 

конструкции. Согласно рисунку 3,а значение бимомента в поперечном сечении стержня I, 

примыкающем к соединительному узлу, отличается от соответствующего значения 

бимомента в стержне II только на 6,5%. Этот результат соответствует выводу работы [32] о 

возможности пренебрежения для практических расчетов скачков по бимоментам в узле 

соединения стержней такого конструктивного исполнения. В то же время, согласно 

рисунку 3,б, для второго варианта объекта данное различие уже составляет 73,6%. То есть 

наклонное ребро может в значительной степени влиять на передачу бимоментов между 

стержнями. 
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Методика учета жесткости наклонного ребра в стержневой конечноэлементной 

модели 

Рассматриваем соединение двух двутавров с использованием наклонного ребра S 

(рисунок 4), где t, a – толщина и ширина ребра. При этом полагаем малыми размеры ребра в 

сравнении с длинами стержней и пренебрегаем жесткостью ребра по деформации из его 

плоскости. Для введения в стержневую модель элемента, имитирующего наклонное ребро, 

необходимо оценить жесткость 𝐶𝐵, которая определяет скачок ∆𝐵 по бимоменту (рисунок 5): 

∆𝐵 = 𝐶𝐵𝜃𝑈 ,                                                                       (1)
 где 𝜃𝑈  – значение меры депланации 𝜃 для примыкающих к узлу поперечных сечений 

стержней. 
 

а) 
 

 

б) 

 
 

Рисунок 3 – Эпюры бимоментов для двухстержневой конструкции (Н·м2): а – при использовании только 

поперечных ребер; б – при наличии наклонного ребра S в узле соединения стержней 
 

 

 

 

Рисунок 4 – Вариант установки двойного наклонного 

ребра S при соединении двутавров I и II 

 

Рисунок 5 – Воздействие бимоментов 

на узел соединения стержней 
 

Для этого используем условие сохранения энергии в виде 

𝐴∆𝐵 = 𝑈𝑆 ,                                                                      (2) 
где 𝐴∆𝐵 – работа, совершаемая бимоментом ∆𝐵 над узлом: 

𝐴∆𝐵 =
1

2
(∆𝐵)𝜃𝑈;                                                                 (3) 

𝑈𝑆 – энергия деформации ребра. 

Принимаем во внимание чистый изгиб ребра в своей плоскости (рисунок 6). Согласно 

стержневой модели для деформаций ребра, модули углов поворота 𝜙𝑃
′ , 𝜙𝑃

′′ его поперечных 

кромок можно определять с помощью зависимости 

|𝜙𝑃
′ |=|𝜙𝑃

′′| = |𝜙P|=
|MP|l

2EJ𝑧𝑝
 ,                                                        (4) 
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где 𝑀𝑃 – изгибающий момент; l – длина ребра; J𝑧𝑝=t𝑎3/12 – момент инерции поперечного 

сечения ребра относительно оси 𝑂𝑧𝑃. 

Отметим также, что для условия чистого изгиба энергия деформации 

𝑈𝑆 =
 1

2

M𝑃
2 𝑙

EJ𝑧𝑝
.                                                                     (5) 

 

 

 

Рисунок 6 – Ребро S под действием 

изгибающих моментов 
Рисунок 7 – Углы поворота полок в 

поперечном сечении двутавра i 
 

Применительно к стержню i (𝑖 = I, II) для примыкающего к стыковочному узлу 

поперечного сечения модули связанных с его депланацией углов поворота 𝜙𝑖
𝑏, 𝜙𝑖

𝑡   
(рисунок 7) кромок полок будут определяться таким образом [1]: 

|𝜙𝑖
𝑏| = |𝜙𝑖

𝑡| = |𝜙𝑖| =
2|𝜔𝑇𝑖||𝜃𝑈|

𝑎
,                                                     (6) 

где 𝜔𝑇𝑖 – секториальная координата в точке 𝑇𝑖. 
Величина 𝜔𝑇𝑖   для двутавра прямо пропорциональна расстоянию 𝐻𝑖  между 

срединными плоскостями полок [1]. При этом схему углов поворота 𝜙𝑖
′, 𝜙𝑖

′′ кромок полок 

двутавров I и II и углов 𝜙𝑃
′ , 𝜙𝑃

′′ можно представить так, как показано на рисунке 8. Тогда на 

основании зависимостей (4)-(6) и этой схемы получим 

𝑈𝑆 =
8𝐸J𝑧𝑝𝜔𝑇I

2 𝜃𝑈
2

l𝑎2𝑠𝑖𝑛2𝛼
,                                                               (7) 

где 𝛼 – угол наклона ребра. 
 

  

Рисунок 8 – Углы поворота ребра, связанные с 

депланациями поперечных сечений стержня 
Рисунок 9 – Стержневой конечный элемент 
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В соответствии с равенствами (1)-(3), (7) будем иметь 

𝐶𝐵 =
16EJ𝑧𝑝𝜔𝑇I

2

l𝑎2sin2𝛼
.                                                                (8) 

Учет жесткости 𝐶𝐵 в стержневой конечноэлементной модели, описывающей 

деформации несущей системы в рамках метода перемещений, может осуществляться 

следующим образом: 

𝐾𝑟𝑟 = 𝐾𝑟𝑟 + 𝐶𝐵 ,                                                                  (9)

 

где 𝐾𝑟𝑟 – диагональный элемент глобальной матрицы жесткости дискретизированного 

объекта для степени свободы r, связанной с рассматриваемой для ребра S мерой депланации 

поперечных сечений; 𝐾𝑟𝑟 – данный элемент, полученный без учета жесткости наклонного 

ребра. 

Как показывают расчеты, имеется возможность добиться дополнительного 

повышения точности решений с помощью метода конечных элементов при уменьшении на 

20% значения 𝐶𝐵, полученного с помощью формулы (8). Эта корректировка выполнялась для 

представленных в статье примеров. 

Тонкостенный стержневой конечный элемент 

Полагаем, что в общем случае стержни могут быть подвергнуты растяжению-сжатию, 

поперечному изгибу в двух главных плоскостях и стесненному кручению. Для описания 

кручения используем бессдвиговую теорию В.З. Власова. Рассматриваем двухузловой 

стержневой конечный элемент с узлами j = 1, 2, расположенными в центрах тяжести крайних 

поперечных сечений 1 и 2 (рисунок 9). Вектор обобщенных перемещений конечного 

элемента представляем таким образом: 

{𝛿𝑒} = {𝑢1  𝑣1  𝑤1  𝜑𝑥1  𝜑𝑦1 𝜑𝑧1  𝜃1  𝑢2  𝑣2  𝑤2  𝜑𝑥2  𝜑𝑦2  𝜑𝑧2  𝜃2}
𝑇
,             (10) 

где , ,j j ju v w  – проекции , ,u v w  вектора перемещения центра тяжести поперечного сечения 

на оси Cx, Cy, Cz для узла j; 𝜑𝑥𝑗, 𝜑𝑦𝑗, 𝜑𝑧𝑗 – углы повороты поперечного сечения узла j 

относительно этих осей; 𝜃𝑗 = (𝜕𝜑𝑥/𝜕𝑥) – мера депланации в узле j. 

Векторы обобщенных деформаций и напряжений запишем в виде 

{𝜀𝑒} = {𝜀𝑥  𝜒𝑦 𝜒𝑧  
𝜕𝜑𝑥
𝜕𝑥

 
𝜕2𝜑𝑥
𝜕𝑥2

}

𝑇

;                                                 (11) 

{𝜎𝑒} = {𝑁 𝑀𝑦 𝑀𝑧  𝑀𝜃 𝐵}
𝑇
,                                                      (12) 

где 𝜀𝑥 = 𝜕𝑢/𝜕𝑥 – относительная линейная деформация вдоль оси стержня; 𝜒𝑦 = −𝜕2𝑤 𝜕𝑥2⁄ ,

𝜒𝑧 = −𝜕
2𝑣 𝜕𝑥2⁄  – деформации изгиба стержня относительно осей Оy и Оz; N – продольная 

сила; 𝑀𝑦, 𝑀𝑧 – изгибающие моменты относительно осей Oy и Oz; 𝑀𝜃 – момент свободного 

кручения. 

Будем аппроксимировать перемещения 𝑢 по линейному закону, а перемещения v , w  и 

угол поворота 𝜑𝑥 – с помощью полиномов третьей степени [18, 22]. Тогда с учетом 

соотношений (10), (11) матрицу деформаций [𝐵𝑒] конечного элемента, определяемую 

выражением {𝜀𝑒} = [𝐵𝑒]{𝛿𝑒} [37,38], представим таким образом: 

[𝐵𝑒] =

[
 
 
 
 
 −
1

𝐿
0 0 0 0 0 0

1

𝐿
0 0 0 0 0 0

0 0 −𝜂1 0 𝜂2 0 0 0 0 −𝜂3 0 𝜂4 0 0
0 −𝜂1 0 0 0 −𝜂2 0 0 −𝜂3 0 0 0 −𝜂4 0
0 0 0 𝜉1 0 0 𝜉2 0 0 0 𝜉3 0 0 𝜉4
0 0 0 𝜂1 0 0 𝜂2 0 0 0 𝜂3 0 0 𝜂4]

 
 
 
 
 

,     (13) 

где L – длина конечного элемента; 

𝜂1 = −
6

𝐿2
+
12𝑥

𝐿3
; 𝜉1 = −

6𝑥

𝐿2
+
6𝑥2

𝐿3
; 𝜂2 = −

4

𝐿
+
6𝑥

𝐿2
; 𝜉2 = 1−

4𝑥

𝐿
+
3𝑥2

𝐿2
; 
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𝜂3 =
6

𝐿2
−
12𝑥

𝐿3
; 𝜉3 =

6𝑥

𝐿2
−
6𝑥2

𝐿3
; 𝜉4 = −

2𝑥

𝐿
+
3𝑥2

𝐿2
; 𝜂4 = −

2

𝐿
+
6𝑥

𝐿2
. 

Принимая во внимание равенства (11) и (12), представим матрицу упругости  eD  

конечного элемента, определяемую равенством {𝜎𝑒} = [𝐷𝑒]{𝜀𝑒} [38], в виде 

[𝐷𝑒] =

[
 
 
 
 
𝐸𝐴 0 0 0 0
0 𝐸J𝑦 0 0 0

0 0 𝐸J𝑧 0 0
0 0 0 𝐺J𝑡 0
0 0 0 0 𝐸J𝜔]

 
 
 
 

,                                             (14) 

где E, G – модуль упругости и модуль сдвига материала; A – площадь поперечного сечения 

стержня; J𝑦  и J𝑧 – моменты инерции поперечного сечения относительно осей Oy и Oz; J𝑡 – 

геометрический фактор жесткости при свободном кручении; J𝜔 –главный секториальный 

момент инерции сечения. 

Результаты проверки точности стержневых моделей с жесткостями для 

наклонных ребер 

Пример 1. Выполнялся расчет системы, приведенной на рисунке 1, при наличии 

ребра S. Стержневая модель деформируемого объекта, включающая элемент жесткости 𝐶𝐵, 

показана на рисунке 10, где D – вспомогательная стержневая вставка, не стесняющая 

депланации поперечных сечений; U – узлы конечноэлементной схемы. Полученное с 

помощью разработанного алгоритма распределение бимоментов в стержнях приведено на 

рисунке 11. Из сопоставления рисунков 3 и 10 видно, что предлагаемый подход к учету 

наклонного ребра позволил значительно повысить точность расчетов. По наибольшему 

бимоменту отличие результатов для стержневой модели составило по сравнению с 

оболочечной моделью менее 6%. 
 

 
 

 
 

Рисунок 10 – Стержневая конечноэлементная 

модель примера 1 
Рисунок 11 – Эпюра бимоментов в примере 1 (Н·м2) 

 

Пример 2. Рассчитывалась стальная рамная конструкция, состоящая из трех стержней 

(рисунок 12). Объект снабжен поперечными ребрами жесткости R по длине стержней и 

наклонными ребрами S в обоих узлах их соединения. Профиль стержней и геометрические 

характеристики ребер принимались такими же, как для двухстержневой конструкции. 

Система нагружена двумя сосредоточенными силами 𝐹 = 3,500 кН, приложенными по краю 

полки ригеля. Разбивка объекта на оболочечные конечные элементы в программном 

комплексе Autodesk NEi Nastran приведена на рисунке 13. Данная модель включала 28478 

четырехугольных конечных элементов. В стержневой модели, построенной по аналогии с 

примером 1, для дискретизации двутавров использовался 51 конечный элемент. Результаты 
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расчетов, полученные на основании этих схем, приведены на рисунках 14 и 15, откуда видно, 

отличие по набольшему значению бимомента для стержневой модели по сравнению с 

оболочечной составило 8,5 %. 

 

 

 

Рисунок 12 – Трехстержневая рама: 
I, II – стойки; III – ригель 

 

Рисунок 13 – Разбивка трехстержневой 

конструкции на оболочечные конечные элементы 
 

  
 
Рисунок 14 - Результаты определения бимоментов 

на основе оболочечной модели в примере 2 (H·м2) 

 
Рисунок 15 – Результаты расчета бимоментов для 

примера 2 с помощью стержневой модели (H·м2) 
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Таким образом, представляемая процедура учета жесткости наклонных ребер по 

депланации поперечных сечений позволила отразить для примеров 1 и 2 скачки по 

бимоментам в узлах соединения стержней с достаточно эффективным обеспечением 

соответствия эпюр бимоментов, построенных с помощью стержневых и оболочечных 

конечных элементов. 

Выводы 

1. На основе использования оболочечных конечно-элементных моделей установлено, 

что наклонное ребро в узле попарно соединяемых двутавровых профилей существенно 

влияет на распределение бимоментов в стержнях. 

2. Разработан подход к определению жесткости наклонного ребра в узлах соединения 

двутавров с точки зрения локального стеснения депланаций поперечных сечений стержней. 

3. Построена схема конечноэлементного моделирования стержневых систем, 

образуемых двутавровыми профилями, с введением дополнительных жесткостей, связанных 

с наличием наклонных ребер. 

4. Сопоставление конечноэлементных решений, полученных с помощью 

разработанной методики и оболочечных моделей, показало, что введение в стержневые 

схемы дополнительных жесткостей по наклонным ребрам позволяет с достаточной для 

практических целей точностью учесть скачки по бимоментам в узлах соединения стержней. 

5. Представляемый подход к уточнению расчетов рамных конструкций, образуемых 

стержнями с двутавровыми профилями поперечных сечений, можно рекомендовать к 

использованию в пакетах прикладных программ конечноэлементного анализа. 
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