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ВЕРИФИКАЦИЯ ЗАВИСИМОСТЕЙ, АППРОКСИМИРУЮЩИХ 

ДИАГРАММЫ ДЕФОРМИРОВАНИЯ БЕТОНОВ ЦЕМЕНТНОГО И 

ПОЛИМЕРНОГО МЕТОДОМ НОРМИРУЕМЫХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ 
 

Аннотация. В статье проводится верификация некоторых аппроксимирующих 

степенных и гиперболических зависимостей между напряжениями σ и деформациями ε для 

экспериментальных диаграмм деформирования цементного бетона и полимербетона.  

При анализе состояния, остаточного ресурса железобетонных конструкций, 

приходится решать задачу определения зависимости между напряжениями и деформациями в 

различных расчетных сечениях конструкций. Традиционный подход, основанный на подборе 

аппроксимирующей функции «σ – ε» по числовым значениям диаграммы деформирования, 

полученной путем испытания образцов (кубов, призм, цилиндров), практически не выполним. 

Поэтому предлагается альтернативный подход, основанный на подборе аппроксимирующей 

функции по нормируемым показателям: пределу прочности (𝜎𝑏𝑢); модулю упругости (𝐸𝑏0); 

предельной деформации (𝜀𝑏𝑢). Числовые значения нормируемых показателей можно определить 

в заданной точке путем анализа результатов вдавливания индентора в материал конструкций. 

В качестве аппроксимирующих, рассмотрим степенные функции, которые наиболее 

предпочтительны для материалов с фрактальной структурой. 

Рассмотрены различные граничные условия для определения постоянных 

коэффициентов α и β по системе нормируемых показателей. Проанализированы графики 

изменения касательных модулей.  

 

Ключевые слова: напряжения, деформации, аппроксимация, секущий модуль, 

касательный модуль, диаграмма деформирования. 
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VERIFICATION OF DEPENDENCES APPROXIMATING THE DIAGRAMS 

OF DEFORMATION OF CEMENT AND POLYMER CONCRETE BY THE 

METHOD OF NORMALIZED INDICATORS 
 

Abstract The article verifies some approximating power-law and hyperbolic dependences 

between stresses σ and deformations ε for experimental deformation diagrams of cement concrete and 

polymer concrete. 

When analyzing the state and residual life of reinforced concrete structures, one has to solve 

the problem of determining the relationship between stresses and deformations in various design 

sections of structures. The traditional approach, based on the selection of the approximating function "σ 

– ε" from the numerical values of the deformation diagram obtained by testing samples (cubes, prisms, 

cylinders), is practically impossible. Therefore, an alternative approach is proposed based on the 

selection of an approximating function according to standardized indicators: ultimate strength (𝜎𝑏𝑢); 

modulus of elasticity (𝐸𝑏0); ultimate deformation (𝜀𝑏𝑢). The numerical values of the normalized 

indicators can be determined at a given point by analyzing the results of indentation of the indenter into 

the material of structures. As approximating ones, consider the power functions that are most 

preferable for materials with a fractal structure. 

Various boundary conditions are considered for determining the constant coefficients α and β 

according to the system of normalized indicators. The graphs of changes in tangent modules are 

analyzed. 
 

Keywords: stresses, strains, approximation, secant modulus, tangent modulus, deformation 

diagram. 
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Введение 

Современные тенденции развития методов расчета строительных конструкций 

направлены на создание новых схем и моделей, наиболее полно отражающих условия 

работы и свойства материала. Особое внимание следует уделить исследованию влияния 

физической нелинейности материала на надежность конструкции в процессе эксплуатации. 

Предложено несколько десятков функций, описывающих зависимость между напряжениями 

и деформациями при сжатии или растяжении бетона [1-3]. В основу их верификации 

заложены принципы соответствия числовых значений диаграмм деформирования, 

полученных экспериментально, и с помощью аппроксимации. 

Точность аппроксимации можно увеличить до ста процентов, но какой в этом смысл? 

Известно, что диаграммы деформирования, полученные путем испытания контрольных 

образцов, не будут одинаковыми, и тем более они будут значительно отличаться от диаграмм 

деформирования бетона конструкции. 

Поэтому в предлагаемой работе поставлена задача, разработать метод подбора 

аппроксимирующей функции, основанный на применении нормируемых показателей 

бетона: 𝑅𝑏𝑢 – прочность при сжатии; 𝐸𝑏0 – модуль упругости; 𝜀𝑏𝑢 – предельная 

деформация; 𝜈𝑏𝑢 – предельный коэффициент упругости. 

Нормируемые показатели можно определить неразрушающими методами в любой 

заданной точке конструкции путем вдавливания индентора в материал [4-6]. Это дает 

возможность описать диаграммы деформирования бетона в любой момент времени с учетом 

реальных условий эксплуатации. 

Для аппроксимации диаграмм деформирования бетона предлагаем отдать 

предпочтение степенным функциям, так как структура бетона неоднородна и многофазна, но 

она соответствует принципам фрактальной геометрии: многомасштабности; самоподобия. 

По мнению Б. Мандельброта [7] и В.К. Балханова [8] свойства фрактальных систем должны 

описываться степенными функциями. 

Результаты исследования и их анализ 

Рассмотрим задачу аппроксимации экспериментальных диаграмм деформирования 

степенными и гиперболическими функциями (таблица 1) при сжатии цементного бетона и 

полимербетона. Экспериментальные данные для полимербетона при скорости нагружения 

700 МПа/мин представлены в таблице 2. Предел упругого сопротивления и предел упругой 

относительной деформации соответственно равны: 𝑅𝑏,𝑠𝑢𝑝 = 82,62 МПа; 𝜀𝑢𝑒 = 0,002875. Для 

цементного бетона экспериментальные данные [9, 10] с начальным модулем упругости 𝐸𝑏 =
2,1 ∙ 104 МПа и предельными относительными деформациями 𝜀𝑏𝑢 = 0,002, представлены в 

таблице 3. 
 

Таблица 1 – Некоторые функции аппроксимации диаграмм деформирования бетона 

при кратковременном нагружении 
 

№ 

п/п 

Вид функциональной зависимости 

«σ – ε» 

Математическое 

представление   𝜎 = 𝑓(𝜀) 
Касательный модуль 

𝐸𝑘 = 𝑑𝜎/𝑑𝜀 
1 Степенные 

1.1 Зависимость Ф.И. Герстнера 𝜎𝑖 = 𝛼𝜀𝑖 − 𝛽𝜀𝑖
2 𝛼 − 2𝛽𝜀 

1.2 Зависимость А.Р. Ржаницына, П.А. Лукаша 𝜎𝑖 = 𝛼𝜀𝑖 − 𝛽𝜀𝑖
3 𝛼 − 3𝛽𝜀2 

1.3 
Комбинированная степенная зависимость 

при n = 5 
𝜎𝑖 = 𝛼𝜀𝑖 − 𝛽𝜀𝑖

5 𝛼 − 5𝛽𝜀4 

2 Гиперболические 

2.1 Зависимость С.П. Тимошенко 𝜎𝑖 =
𝜀𝑖

𝛼 + 𝛽𝜀𝑖
 

𝛼

(𝛼 + 𝛽𝜀)2
 

2.2 Зависимость В.В. Соколовского 
𝜎𝑖 =

𝛼𝜀𝑖

√1 + (
𝜀𝑖

𝛽
)
2
 

𝛼

(1 + (
𝜀

𝛽
)
2

)

3

2
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Таблица 2 – Экспериментальные данные для полимербетона [11] 
 

№ п/п 𝜀𝑖,п.б. × 10
3 𝜎𝑖,п.б., МПа 

1 0,000 0,000 

2 0,500 15,662 

3 1,000 29,444 

4 1,500 43,853 

5 2,000 59,515 

6 2,500 73,297 

7 3,000 84,574 

8 3,500 95,850 

9 4,000 102,115 

10 4,500 104,621 

11 5,000 106,500 
 

Таблица 3 – Экспериментальные данные для цементного бетона [9] 
 

№ п/п 𝜀𝑖,ц.б. × 10
3 𝜎𝑖,ц.б., МПа 

1 0,000 0,000 

2 0,250 4,977 

3 0,500 8,805 

4 0,750 12,059 

5 1,000 14,930 

6 1,250 17,610 

7 1,500 19,715 

8 1,750 20,863 

9 2,000 21,323 
 

В общем случае аппроксимирующую зависимость между напряжениями и 

деформациями бетона при сжатии будем определять из условия соответствия функций 

следующим предельным (нормируемым) показателям (рисунок 1) [12]: 

1. при 𝜀𝑏 → 0 первая производная (тангенс угла наклона касательной к 

кривой) 𝐸𝑘 = 𝑡𝑔𝛽 = 𝑑𝜎𝑖/𝑑𝜀𝑖 должна быть равна начальному модулю упругости бетона 𝐸𝑏 

(определяем коэффициент α); 

2. при 𝜀𝑏 → 𝜀𝑏𝑢 касательный модуль 𝐸𝑘 = 0 (определяем первое значение 

коэффициента β); 

3. при определенном значении 𝜀𝑏 = 𝜀𝑏𝑢 напряжение бетона принимает 

максимальное значение 𝑅𝑏 (определяем второе значение коэффициента β). 

 
Рисунок 1 – Нормируемые показатели, которым должна отвечать функция 𝝈 = 𝒇(𝜺) 
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В качестве примера, определим постоянные коэффициенты α и β для зависимости 

Ф.И. Герстнера 

𝜎 = 𝛼𝜀 − 𝛽𝜀2 ;  𝐸𝑘 =
𝑑𝜎

𝑑𝜀
= 𝛼 − 2𝛽𝜀 . 

1. При 𝜀𝑏 → 0: 
𝛼 = 𝐸𝑘 = 𝐸𝑏 , 

где 𝐸𝑏 – начальный модуль упругости бетона.  

2. При 𝜀𝑏 → 𝜀𝑏𝑢 

𝐸𝑘 = 𝑑𝜎/𝑑𝜀 = 0 , 
следовательно 

𝐸𝑏 − 2𝛽𝜀 = 0 , 
откуда первое значение коэффициента β равно 

𝛽1 =
𝐸𝑏
2𝜀𝑏𝑢

 . 

3. При 𝜀𝑏 = 𝜀𝑏𝑢 (𝜎𝑏 = 𝜎𝑏𝑢) 
𝜎𝑏𝑢 = 𝛼𝜀𝑏𝑢 − 𝛽𝜀𝑏𝑢

2  , 
откуда первое значение коэффициента β равно 

𝛽2 =
𝐸𝑏 − 𝐸𝑏𝑢
𝜀𝑏𝑢

 . 

Значения коэффициентов α и β для остальных зависимостей были определены 

подобным образом и представлены в таблице 4. 

 

Таблица 4 – Формулы для определения постоянных коэффициентов α и β 
 

№ 

п/п 
Вид функциональной зависимости «σ – ε» 

Коэффициенты 

α β 

граничные условия 

𝜀𝑏 → 0 𝜀𝑏 → 𝜀𝑏𝑢 𝜀𝑏 = 𝜀𝑏𝑢 

1 Степенные 

1.1 Зависимость Ф.И. Герстнера 𝐸𝑏  
𝐸𝑏
2𝜀𝑏𝑢

 
𝐸𝑏 − 𝐸𝑏𝑢
𝜀𝑏𝑢

 

1.2 Зависимость А.Р. Ржаницына, П.А. Лукаша 𝐸𝑏  
𝐸𝑏

3𝜀𝑏𝑢
2  

𝐸𝑏 − 𝐸𝑏𝑢

𝜀𝑏𝑢
2  

1.3 
Комбинированная степенная зависимость 

при n = 5 
𝐸𝑏  

𝐸𝑏

5𝜀𝑏𝑢
4  

𝐸𝑏 − 𝐸𝑏𝑢

𝜀𝑏𝑢
4  

2 Гиперболические 

2.1 Зависимость С.П. Тимошенко 
1

𝐸𝑏
 

1

𝜎𝑏𝑢
 

1

𝜎𝑏𝑢
−

1

𝐸𝑏 ∙ 𝜀𝑏𝑢
 

2.2 Зависимость В.В. Соколовского 𝐸𝑏  
𝜎𝑏𝑢
𝐸𝑏

 √
𝜀𝑏𝑢
2 ∙ 𝜎𝑏𝑢

2

𝐸𝑏
2 ∙ 𝜀𝑏𝑢

2 − 𝜎𝑏𝑢
2  

 

Используя вычисленные (по двум видам граничных условий) постоянные 

коэффициенты α и β, представим графическую интерпретацию выбранных 

аппроксимирующих функций на рисунках 2 и 3, и проследим отклонение теоретических 

зависимостей 𝜎𝑖 − 𝜀𝑖 от экспериментальных данных.  

 



Строительные материалы и технологии 

 

№ 1 (93) 2021 
_________________________________________________________ 

129 
 

 

 

 
 

Рисунок 2 – Отклонение теоретических зависимостей 𝝈𝒊 − 𝜺𝒊 от экспериментальной кривой для 

цементного бетона (слева коэффициент β = β1, справа – β = β2): 

1, 2 – зависимость Ф.И. Герстнера; 3, 4 – зависимость А.Р. Ржаницына, П.А. Лукаша;  

5, 6 – комбинированная степенная зависимость при n =5; 7, 8 – зависимость С.П. Тимошенко;  

9, 10 – зависимость В.В. Соколовского 

 
 

Рисунок 3 – Отклонение теоретических зависимостей 𝝈𝒊 − 𝜺𝒊 от экспериментальной кривой для 

полимербетона (слева коэффициент β = β1, справа – β = β2): 

1, 2 – зависимость Ф.И. Герстнера; 3, 4 – зависимость А.Р. Ржаницына, П.А. Лукаша;  

5, 6 – комбинированная степенная зависимость при n =5; 7, 8 – зависимость С.П. Тимошенко;  

9, 10 – зависимость В.В. Соколовского 
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Из анализа графиков, представленных на рисунке 2 можно сделать вывод, что более 

точно аппроксимирует экспериментальную диаграмму деформирования цементного бетона 

степенная зависимость Ф.И. Герстнера при β = β1, среднее отклонение теоретической кривой 

от экспериментальной составляет – 2,46%. Остальные зависимости при данных условиях 

дают чрезмерно большие погрешности. 

При β = β2 достаточно точно описывают экспериментальные данные зависимость 

Ф.И. Герстнера (отклонение 2,48%) и гиперболическая зависимость В.В. Соколовского 

(отклонение 3,96%). Экстремумы зависимости А.Р. Ржаницына, П.А. Лукаша и 

комбинированной степенной зависимости 5-ой степени существенно превышают предельное 

сопротивление выбранного материала, что не соответствует действительности. Зависимость 

С.П. Тимошенко подобна с экспериментальной кривой, однако на участке 𝜀 < 𝜀𝑏𝑢 имеет 

большие отклонения – 4,58%. 

Согласно результатам расчетов, представленных на рисунке 3 можно сделать вывод, 

что более точно аппроксимирует экспериментальную диаграмму деформирования 

полимербетона комбинированная степенная зависимость 5-ой степени при β = β2, среднее 

отклонение теоретической кривой от экспериментальной составляет – 2,52%. Остальные 

зависимости при данных условиях и при условии β = β1 дают чрезмерно большие 

погрешности. 

При β = β2 все зависимости достаточно близко располагаются с экспериментальной 

кривой и имеют общую точку при 𝜀 = 0,005. Однако после нее некоторые функции имеют 

восходящую зависимость, что не отвечает действительности. 

На основании вышеизложенного можно сделать следующий вывод. Для 

аппроксимации экспериментальной кривой деформирования цементного бетона больше 

отвечает действительности зависимость Герстнера при β = β1, а для полимербетона – 

комбинированная степенная зависимость при n = 5 при β = β2.  

Первая производная аналитической функции, связывающей напряжения и 

деформации является не чем иным, как касательным модулем, анализ изменения которого 

позволяет оценить степень соответствия теоретической зависимости физическим 

представлениям [11].  

Для данного анализа вычислим значения касательных модулей для выбранных 

материалов, с учетом вычисленных ранее коэффициентов α и β (таблица 3 и 4) и отобразим 

графически на рисунках 4 и 5. 

На графиках прослеживается, что некоторые функции касательного модуля имеют 

недостаток, который заключается в том, что они монотонно убывают вплоть до пересечения 

с горизонтальной осью координат, тогда как в первоначальный момент времени касательный 

модуль должен сохранять постоянное значение [11]. Если говорить о зависимости Герстнера, 

которая наиболее близко расположена к экспериментальной кривой деформирования, для 

цементного бетона, то следует отметить, что функция изменения касательного модуля имеет 

практически линейный вид, поэтому данную зависимость следует исключить, как не 

отражающую действительную работу материала под нагрузкой. 

Наиболее точно из выбранных функций физическую сущность работы и цементного 

бетона, и полимербетона отражает уравнение комбинированной степенной зависимости при 

n = 5. Рассматривая зависимость касательного модуля этой функции, видно, что кривая 

сначала имеет постоянное значение, а затем постепенно убывает, и принимает нулевое 

значение при 𝜀 ≈ 0,005 . 
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Рисунок 4 – Зависимость касательного модуля упругости от деформаций для цементного бетона  

(слева коэффициент β = β1, справа – β = β2): 

1, 2 – зависимость Ф.И. Герстнера; 3, 4 – зависимость А.Р. Ржаницына, П.А. Лукаша;  

5, 6 – комбинированная степенная зависимость при n =5; 7, 8 – зависимость С.П. Тимошенко;  

9, 10 – зависимость В.В. Соколовского 

 
 

Рисунок 5 – Зависимость касательного модуля упругости от деформаций для полимербетона  

(слева коэффициент β = β1, справа – β = β2):  

1, 2 – зависимость Ф.И. Герстнера; 3, 4 – зависимость А.Р. Ржаницына, П.А. Лукаша;  

5, 6 – комбинированная степенная зависимость при n =5; 7, 8 – зависимость С.П. Тимошенко;  

9, 10 – зависимость В.В. Соколовского 
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Выводы 
1. Для аналитического описания диаграмм сжатия и растяжения бетона в связи с 

развитием расчетных методов предлагалось много различных уравнений, основанных на 
степенной зависимости, параболических и гиперболических законах. Основной задачей 
которых является описать кривую лишь наглядно.  

2. Аналитическая связь между напряжениями и деформациями сжатого бетона, 
построенная с учетом нормируемых показателей, позволяет во многих случаях получать 
наиболее достоверные сведения о несущей способности конструкций и при этом отказаться 
от дополнительных эмпирических зависимостей и коэффициентов. 

3. Дальнейшее изучение различных способов аппроксимации экспериментальных 
диаграмм деформирования и нахождение определенных зависимостей теории и практики 
позволит создать базы данных, которые с достаточной точностью позволят определять 
различные параметры материалов, основываясь лишь на значениях секущего и касательного 
модулей. 
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