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ОБЩИЙ СЛУЧАЙ РАСЧЁТА СТЕРЖНЕВЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ИЗ 

АРМИРОВАННОГО БЕТОНА ДИАГРАММНЫМ МЕТОДОМ 

 
Аннотация. В СП 63.13330 общим расчётным случаем для диаграммного метода 

является косое внецентренное сжатие, при котором учитывается только три компоненты 

внутренних силовых факторов в сечении: продольная сила – Nz – и два изгибающих момента 

относительно соответствующих осей – Mx и My. Остальные три компоненты – 

перерезывающие силы Qx и Qy и крутящий момент Mz – остаются вне рассмотрения. Кроме 

того, для этого случая поиск в доступной литературе, в том числе у основоположников 

диаграммного метода, вывода расчётных формул не увенчался успехом – во всех источниках 

они приводятся уже в готовом виде без доказательств. Попытаться восполнить эти пробелы 

призвана данная статья. Для этого, основываясь на общепринятых в механике выражениях для 

перемещений стержня, в частности на интеграле перемещений Мора, получены разрешающие 

выражения диаграммного метода в самом общем виде. 
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GENERAL CASE OF REINFORCED CONCRETE ROD ELEMENTS 

CALCULATION USING THE DIAGRAM METHOD 
 
Abstract. In SP 63.13330 the general calculation case for the diagram method is oblique off-

center compression, which takes into account only three components of internal force factors in the 

cross section: the longitudinal force-Nz – and two bending moments relative to the corresponding axes 

– Mx and My. The other three components-the QX and Qy transfer forces and the MZ torque – are left 

out of consideration. In addition, for this case, the search in the available literature, including the 

founders of the diagram method, for the output of calculation formulas was not successful – in all 

sources they are given in ready-made form without evidence. This article is intended to try to fill in 

these gaps. For this purpose, based on the expressions for rod displacements that are generally 

accepted in mechanics, in particular on the Mora integral of displacements, the resolving expressions 

of the diagram method are obtained in the most general form. 

 

Keywords: reinforced concrete, nonlinear deformation model, diagram method, deformation 

diagrams. 
 

Введение 

В СП 63.13330 альтернативно методу предельных усилий для расчёта стержневых 

железобетонных элементов включён также и диаграммный метод. Его отличительная 

особенность заключается в возможности расчёта по обеим группам предельных состояний 

проводить по единым формулам, а также получать напряжённо-деформированное состояние 
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(НДС) рассматриваемых элементов на всех этапах нагружения: от нуля и до разрушения. В 

указанном своде правил общим расчётным случаем по данному методу является косое 

внецентренное сжатие, при котором учитывает только три компоненты внутренних силовых 

факторов в сечении: продольная сила – Nz – и два изгибающих момента относительно 

соответствующих осей – Mx и My. Остальные три компоненты – перерезывающие силы Qx и 

Qy и крутящий момент Mz – остаются вне рассмотрения. Кроме того, для косого 

внецентренного сжатия поиск в доступной литературе, в том числе у основоположников 

диаграммного метода [1]-[3], вывода расчётных формул не увенчался успехом – во всех 

источниках они приводятся уже в готовом виде без доказательств. Попытаться восполнить 

эти пробелы призвана данная статья. 

Модели и методы 

В частном случае косого внецентренного сжатия разрешающие уравнения для 

стержня, показанного на рисунок 1а, известны. Например, в [4] приведены такие выражения: 

 
z x y z z

x x x xy x x

y y xy y y y

N A S S

M E S I I D

M S I I

 

 

 

       
       

           
             

, (1) 

где 
z  – продольные относительные деформации стержня; x , y  – кривизны продольной 

оси стержня относительно соответствующих осей; E  – модуль деформаций материала; A , 

xS , yS , 
xI , yI , xyI  – геометрические характеристики сечения: площадь, статические 

моменты, моменты инерции, центробежный момент инерции. 

Если принятые оси координат совпадают с главными центральными, то равны нулю 

статические моменты 
xS , yS  и центробежный момент инерции xyI , а матрица жёсткости  D  

превращается в диагональную. 

Для железобетонного сечения формулу (1) можно переписать так: 

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

z z z

y x x

x y y

N D D D

M D D D D

M D D D

 

 

 

      
      

           
             

, (2) 

где для сечения, показанного на рисунке 1б компоненты матрицы жёсткости равны: 
1 1

11 , , , , , ,
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 (3) 
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где 
b , 

s  – коэффициенты секущего модуля деформации (по Карпенко Н.И.) или 

коэффициенты упруго-пластических деформаций (по Мурашёву В.И.) соответственно бетона 

и арматуры; остальные величины (геометрические) понятны из рисунка 1б. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 1 - Расчётная схема: а –стержня; б – поперечного сечения 

 

Сравнивая полученные выражения с формулами (8.39)-(8.47) СП 63.13330, находим 

много схожего. 

Отличие свода правил заключается, во-первых, в повороте осей координат Оху 

относительно оси Oz на 90
0
 по часовой стрелке, во-вторых, в полном отсутствии знаков 

«минус» в матрице жёсткости, что связано, видимо, с поворотом осей. Третье отличие 

заключается в индексации изгибающих моментов: в данной статье используется 

общепринятое в сопротивлении материалов – нижний индекс у момента обозначает 

координатную ось, относительно которой происходит вращение (например, момент Мх 

вызывает вращение относительно оси Ох); в СП 63.13330 – иначе: нижний индекс у момента 

обозначает координатную ось, вдоль которой действует момент. При этом, хотя в СП и 

конкретизируется плоскость, в которой действует тот или иной момент, но без этого 

уточнения вращение может происходить относительно любой из двух оставшихся осей, что 

вызывает путаницу. Поэтому в своих работах мы используем общепринятые в 

сопротивлении материалов и строительной механике обозначения. 

Решением системы уравнений (2) будет: 

 

 
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,  
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Для вывода общего случая расчёта стержня (рисунок 1а) диаграммным методом 

запишем интеграл перемещений Мора [4]: 

1 11 1 1 1
1

0

l
y yP y yPz zP x xP z zP x xP

P x x

z x y k Q Q

M M Q QN N M M M M Q Q
k k dz

D D D D D D

 
       

 
 
 .  

Формулы справедливы, если в полюсе О стержня положена правая система координат 

Оxyz: ось z – вдоль стержня, ось х – из плоскости чертежа, ось y – наверх. Причём оси 

являются главными центральными. Положительным направлением для моментов и углов 

поворота является направление против часовой стрелки, если смотреть с положительного 

конца данной оси. Для компактности моменты и углы поворота обозначены как спин-

векторы. 

Рассмотрим каждое из шести перемещений отдельно. Так при действии 1 1zN   и 
zN  

(остальные силовые факторы равны нулю), пользуясь правилом перемножения эпюр, 

получим перемещение вдоль оси Oz: 
0

l

z
z

z

N
u dz

D
  . Поворот полюса О стержня относительно 

оси Оx на угол 
x  возможен как от действия моментов 1 1xM  , xM  – они вызовут 

перемещение 1

0

l

x
x

x

M
dz

D
   , так и от действия перерезывающих сил 1 1yQ  , yQ , которые 

создают момент равный yQ z  и соответствующее перемещение 2

0

l
y

x

x

Q z
dz

D
   . Тогда 

1 2

0 0

l l
yx

x x x

x x

Q zM
dz dz

D D
       . Остальные компоненты перемещений получим по 

аналогии: 

0

l

z
z

z

N
u dz

D
  , 

0 0

l l
yx

x

x x

Q zM
dz dz

D D
    , 

0 0

l l
y x

y

y y

M Q z
dz dz

D D
    , 

0

l

z
z

k

M
dz

D
   , 

2

0 0 0

l l l
yx x

x x

Q y y

M zQ Q z
u k dz dz dz

D D D
     , 

2

0 0 0

l l l
y y x

y y

Q x x

Q Q z M z
u k dz dz dz

D D D
     , 

(4) 

где zD  – осевая жёсткость стержня, xD , yD  – изгибные, QD  – сдвиговая, kD  – крутильная;  

l – длина стержня; xk , yk  – коэффициенты формы при сдвиге (для прямоугольного сечения 

1,2x yk k  ).  

О жёсткостях подробнее речь пойдёт в конце статьи. 

Для отыскания коэффициентов формы при сдвиге применяют следующие выражения 

(армирование пренебрегается): 

2

b

отс

by bb
x

by A

S dAA
k

I b
  , 

2

b

отс

b bx b
y

bx A

A S dA
k

I b
  ,  

где bA  – площадь бетонного сечения;  

b  – ширина бетонного сечения;  

bxI , byI  – моменты инерции бетонного сечения относительно осей Ох и Оу;  
отс

bxS , 
отс

byS  – статические моменты отсечённой части бетонного сечения относительно 

соответствующих осей. 
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Вектор сил, приложенный в полюсе О стержня, запишем в виде: 

   
ТТ

z x y z x yP N Q Q M M M ,  

соответствующий вектор перемещений: 

   
ТТ

z x y z x yu u u u    .  

Результаты исследования и их анализ 

В выражениях (4) продифференцируем по координате z линейные перемещения 
zu  

один раз: z
z

u

z






, линейные перемещения 

xu , yu  – дважды: 

2

2

y

x

u

z






, 

2

2

x
y

u

z






, углы 

поворота 
z , 

x , y  – один раз: z
z

z








, x

x
z








, y

y
z








, где 

z  – относительный угол 

закручивания относительно оси Оz.  

Теперь получим: 

z
z

z

N

D
  , 

2 22y y y y y yx x
x y y

Q x x x x Q x x x

q q z Q z Q z k Q zM z M
k q

D D D D D D D D D


 
         
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 

, 

2 22 3y yx x x x x x
y x x

Q y y y y Q y y y

M Mq q z Q z Q z k z Q z
k q

D D D D D D D D D


 
         

 
 

, 

z
z

k

M

D
  , 

y x
x

x x

Q z M

D D
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yx
y

y y

MQ z

D D
   . 

 

В этих формулах сделаем замену: y xQ z M  , x yQ z M , тогда будем иметь: 

z
z

z

N

D
  , 

2 2y x
x y

Q x x

k z M
q

D D D


 
   
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 

, 

2 4 yx
y x

Q y y

Mk z
q

D D D


 
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 
 

, 

z
z

k

M

D
  , 

y x
x

x x

M M

D D
    , 

yx
y

y y

MM

D D
   . 

(5) 

Уравнения 2,3 и соответственно 5,6 в формулах (5) являются тождественными – 

определяющими одну и туже величину, поэтому отбросим, например, 2 и 3. Получим 

следующую систему уравнений: 

z
z

z

N

D
  , z

z

k

M

D
  , 

x y

x

x

M M

D



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y x

y

y

M M

D



 . (6) 

Или в матричном виде: 

1
0 0 0

1
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1 1
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1 1
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z z

zz z

x x

x xy y

y y

D

N
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,  
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Полученные выражения не содержат прирезывающих сил и сдвиги учитывают в 

неявном виде. Чтобы учесть их явно, необходимо в формулах (5) отбросить два последних 

выражения и положить z=l, 
3 5 2

...
8 8

x x x
x

Q Q Q
q

l l l
  , 

3 5 2
...

8 8

y y y

y

Q Q Q
q

l l l
  .  

Тогда (5) предстанут в виде: 

z
z

z

N

D
  , z

z

k

M

D
  , 

2
2

y x
x y

Q x x

k l M
Q

D l D D


 
   

 
 

, 
4

2
yx

y x

Q y y

Mk l
Q

D l D D


 
   

 
 

. (7) 

Или в матричном виде: 

1
0 0 0 0 0

1
0 0 0 0 0

2 2 2
0 0 0 0

2 2 4
0 0 0 0

z z

z x

zz y

yx z

Q x xy x

yx

Q y y

D N

Q

D Q

k Ml

D l D D M

Mk l

D l D D









 
 

  
             

     
     
     

  
   

  

. (8) 

Отметим, что в выражениях (7) и (8) хотя и учтены перерезывающие усилия, однако в 

векторе деформаций сдвиговые деформации γ отсутствуют, они учитываются косвенно через 

сдвиговую жёсткость QD , которая зависит от τ и γ. 

Также отметим, что в структуре формул для кривизн первое слагаемое отвечает за 

влияние на кривизну деформаций чистого сдвига, второе слагаемое – изгибных деформаций, 

вызванных перерезывающей силой, третье слагаемое – изгибных деформаций, вызванных 

действием момента. 

Кроме того, предлагаемый подход несёт в себе перспективы развития за счёт учёта 

помимо продольных деформаций 
z  также и поперечных деформаций 

x  и y . Возможные 

варианты таких уточнений приведены в работах [5], [6], [7].  

До этого вывод всех формул осуществлялся относительно главных центральных осей 

стержня. При произвольном выборе системы координат O'x'y'z' в жесткостные 

характеристики сечения необходимо внести корректировки на основе следующих 

рассуждений (рисунок 1б). Относительно главных центральных осей продольная сила не 

имеет эксцентриситета, ax=ay=0, а центробежный момент инерции и соответствующая 

центробежная жёсткость сечения стержня равны нулю: 0xy bxy sxyI I I   , 0xyD  . Последняя 

величина определяется по последнему выражению из формул (3): 33xyD D . 

Равны нулю также статические моменты относительно осей Ох и Оу и 

соответствующие им статические жёсткости: 0x bx sxS S S    и 0y by syS S S   , 0SxD   и 

0SyD  . Указанные жёсткости определяются по выражениям 2 и 3 формул (3): 

12 21SxD D D  , 13 31SyD D D  . 

При произвольном задании системы координат необходимо учесть дополнительные 

деформации поворота сечения, вызванные внецентренно приложенной продольной силой zN , 

а также дополнительные повороты от Mx относительно оси Oy и от My относительно оси Ox. 

Это достигается путём включения в первое выражение формул (6) или (7) относительных 
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деформаций, вызванных изгибом: 0z y xx y      , где 
0

z

z

N

D
  . И, кроме того, 

необходимо выполнить замену изгибных жесткостей на следующие величины: 

 
2

21
4

2 2

x y Sx
x x y xy

z

D D D
D D D D

D

  
      


, 

 
2

21
4

2 2

x y Sy

y x y xy

z

D D D
D D D D

D

  
      


, 

 

где штрих «'» – означает, что данная величина вычислена относительно произвольных осей 

O'x'y'z'. 

При этом 
z zD D , Q QD D  и 

k kD D . 

Также необходимо выполнить замену изгибающих моментов и перерезывающих сил на: 

         0 0 0

0 0 0

cos cos cos

cos cos cos

x z y M z y y M z y M

x

M M M

M N a N e a N e
M

     

  

     
   , 

         0 0 0

0 0 0

sin sin sin

sin sin sin

y z x M z x x M z x M

y

M M M

M N a N e a N e
M

     

  

      
   , 

 0

0

cos

cos

x Q

x

Q

Q
Q

 



 
 , 

 0

0

sin

sin

y Q

y

Q

Q
Q

 



 
 , 

 

где 
xa , ya  – расстояния между соответствующими осями O'x'y' и Oxy (принимаются со своим 

знаком относительно осей Oxy); x
y

z

M
e

N


  , 

y

x

z

M
e

N


   – проекции на оси O'x'y' эксцентриситета 

приложения продольной силы относительно центра O'; x
y

z

M
e

N
 , 

y

x

z

M
e

N
  – проекции на оси 

Oxy эксцентриситета приложения продольной силы относительно центра O; 

21

2

xy

x y

D
arctg

D D


 
  

   

 – угол поворота осей O'x'y' относительно осей Oxy; 0

y

M

x

M
arctg

M


 
  

 

0

y

Q

x

Q
arctg

Q


 
  

 
 – углы между соответственно вектором M' и Q' и горизонтальной осью O'x'. 

Обозначим для краткости 
 0

0

cos

cos

M

M

M

C
 




 , 

 0

0

sin

sin

M

M

M

S
 




 , 

 0

0

cos

cos

Q

Q

Q

C
 




 , 

 0

0

sin

sin

Q

Q

Q

S
 




 . 

Таким образом для формул (6) будем иметь: 

z
z y x

z

N
x y

D
     , z

z

k

M

D
  , 

 
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N e a e a C

D D D
D D D
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    


  

     
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 
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2

21
4

2 2

z x x y y M

y

x y Sy

x y xy

z

N e a e a S

D D D
D D D

D


   
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(9) 
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А формулы (14) перепишем так: 

z
z y x

z

N
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D
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z

k

M

D
  , 
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y Q z y y My Q y

x
x y SxQ
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x y SyQ

x y xy
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D D D
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(10) 

Рассмотрим частный случай, когда угол α=0, то есть оси O'x'y' параллельны Oxy. Это 

означает, что cos 1  , 0xyD  , тогда для (9) будем иметь: 

z
z y x

z

N
x y

D
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z
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D
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(11) 

А для (10): 

z
z y x
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D
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Q l N e aQ k

DD l
D

D


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 


 
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(12) 

Если оси O'x'y' теперь перенести в центр тяжести сечения, то 0SxD  , 0SyD  , 0xa  , 

0ya  , 
x xe e  , y ye e  , 

x xD D  , y yD D  , 0z   тогда приходим к формулам (6) и (7). 

Отметим, что выражения (6), (7), (9)-(12) получены впервые. 

Дополним их граничными условиями в форме деформационных критериев 

наступления того или иного предельного состояния. Так, образование трещин в элементе 

наступает при достижении в наиболее растянутом бетонном волокне предельных 

деформаций: 
max

2bt bt  .  

При разрушении элемента возможны три случая: 

max

2b b   – хрупкое разрушение, 

max

0s s   – «пластичное» разрушение, 

max

2b b   U 
max

0s s   – разрушение оптимального сечения. 
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Перечислим преимущества предлагаемого подхода: 

1 – рассматриваются все шесть компонент внешних силовых факторов, действующих 

на стержневой элемент (в СП 63.13330 их только три: Nz, Mx, My): у главного вектора сил R – 

три (Nz, Qx, Qy), у главного момента M – три (Mx, My, Mz); 

2 – в расчётах учтена работа растянутой зоны бетона над трещиной; 

3 – для описания взаимосвязи между напряжениями и деформациями бетона помимо 

диаграмм деформирования на одноосное растяжение/сжатие используются диаграммы 

сдвига «τ-γ» [8], [9]. Благодаря этому возникает возможность рассчитывать сечения 

изгибаемых элементов в зоне совместного действия M и Q на основе диаграммного метода. 

Предложенный подход распространим на более широкий класс конструктивных 

стержневых элементов из армированного бетона. Для этого запишем формулы для 

определения жесткостей в самом общем виде: 

, , , ,

, , , , 1 , 1 , 1 , 1 2 , 2 , 2 , 2

z b b b b ad b ad b ad b ad s s s s

s ad s ad s ad s ad r s r s r s r r s r s r s r
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   
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  
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  

  
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где bE , ,b adE , sE , ,s adE , , 1s rE , , 2s rE  и bG , ,b adG , sG , ,s adG , , 1s rG , , 2s rG  – начальные модули 

деформаций и модули сдвига соответственно основного бетона, добавленного бетона 

усиления, основной гибкой стержневой арматуры, добавленной гибкой стержневой 

арматуры усиления, жёсткой центральной арматуры (стального ядра), жёсткой внешней 

стальной арматуры (трубной оболочки); bA , ,b adA , sA , ,s adA , , 1s rA , , 2s rA  – площади 

соответствующих компонент сечения; bxI , ,bx adI , sxI , ,sx adI , , 1sx rI , , 2sx rI  и bxI , ,bx adI , syI , ,sy adI , 

, 1sy rI , , 2sy rI  – моменты инерции соответствующих компонент сечения относительно осей Ох и 

Оу; bkI , ,bk adI , skI , ,sk adI , , 1sk rI , , 2sk rI  – крутильные моменты инерции соответствующих 

компонент сечения; b , ,b ad , s , ,s ad , , 1s r , , 2s r  – коэффициенты секущего модуля (иначе 

коэффициенты упругопластической деформации) соответствующих компонент сечения; ,b adk , 

sk  ,s adk  
1rk  

2rk  – коэффициенты совместной работы. Суммирование жесткостей выполняется 

по элементарным площадкам (по горизонтали и вертикали). 

Дальнейшее уточнение предлагаемого подхода будет заключаться в учёте 

фактического механизма появления и развития наклонных [10] и спиральных трещин [11] 

соответственно при действии перерезывающих сил и крутящего момента, в определении 

параметров совместной работы компонент сечения стержня (отчасти исследования на тему 



Теория инженерных сооружений. Строительные конструкции 
 

№ 1 (93) 2021 
_________________________________________________________ 

35 
 

 

 

усиления железобетонных балок сталефибробетонной «рубашкой» выполнены в [12]-[14]), в 

учёте циклической статической и динамической нагрузок, что актуально при 

проектировании ветроэлектрических установок башенного типа [15]-[17]. 

Выводы 

1. Установлена преемственность диаграммного метода расчёта стержневых 

железобетонных элементов при косом внецентренном сжатии согласно СП 63.13330 и 

классического подхода сопротивления материалов. 

2. Впервые получены разрешающие уравнения диаграммного метода, в которых 

учитывается все шесть компонент внутренних силовых факторов. Это сделано на основе 

интеграла перемещений Мора. 

3. Предлагаемый подход имеет перспективы развития. Дальнейшее его уточнение 

будет заключаться в учёте фактического механизма появления и развития наклонных и 

спиральных трещин соответственно при действии перерезывающих сил и крутящего 

момента, в определении параметров совместной работы компонент сечения стержня, в учёте 

циклической статической и динамической нагрузок, что актуально при проектировании 

ветроэлектрических установок башенного типа. 
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