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ОЦЕНКА ВЕРОЯТНОСТИ РАЗРУШЕНИЯ ЖЕЛЕЗОБЕТОННОЙ БАЛКИ 

ЛЕЖАЩЕЙ НА СТОХАСТИЧЕСКОМ УПРУГОМ ОСНОВАНИИ  

С ДВУМЯ КОЭФФИЦИЕНТАМИ ПОДАТЛИВОСТИ,  

ПО НАКЛОННОМУ СЕЧЕНИЮ ОТ ПОПЕРЕЧНОЙ СИЛЫ 
 

Аннотация. В статье получена оценка вероятности разрушения по наклонному 

сечению от действия поперечной силы при изгибе, а также суммарной вероятности 

наступления предельных состояний железобетонной балки с вероятностными параметрами 

прочности, лежащей на упругом основании модели В.З. Власова-П.Л. Пастернака, обладающей 

стохастическими свойствами. Построены вероятностные характеристики поперечной силы и 

плотность её распределения для фундаментной балки, покоящейся на упругом основании с 

двумя  случайными характеристиками, загруженной  квазистационарной случайной нагрузкой, с 

учетом вероятностного характера прочностных свойств бетона и арматуры. Показано, что 

если спектральные плотности коэффициентов постели и нагрузки являются дробно-

рациональными функциями, корреляционные функции прогибов и, соответственно, дисперсия 

прогибов вычисляются с помощью теории вычетов. 
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ESTIMATION OF THE FAILURE PROBABILITY OF A REINFORCED 

CONCRETE BEAM LYING ON A STOCHASTIC ELASTIC BASE WITH 

TWO PRESSURE COEFFICIENTS, ON AN INCLINED SECTION FROM 

THE LATERAL FORCE 
 

Abstract. The estimate of failure probability on the inclined section from the action of 

transverse forces, as well as the total probability of the limit States of reinforced concrete beams with 

probabilistic strength parameters lying on an elastic Foundation model V.Z. Vlasov-P.L. Pasternak, 

possessing stochastic properties. Probabilistic characteristics of the transverse force and its 

distribution density are constructed for a Foundation beam resting on an elastic base with two random 

characteristics, loaded with a quasi-stationary random load, taking into account the probabilistic 

nature of the strength properties of concrete and reinforcement. It is shown that if the spectral densities 

of the bed and load coefficients are fractional rational functions, the deflection correlation functions 

and, accordingly, the deflection variance are calculated using the residue theory. 

 

Keywords: reinforced concrete beam, elastic foundation, mathematical expectation, 

dispersion, correlation function, shear force, probability of failure, inclined section. 

 
Введение 

В работах [1,2] рассматривались вероятности наступления предельных состояний в 

железобетонной балке на упругом основании со случайными свойствами: ℙ𝑀𝑢𝑙𝑡
 - от действия 
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изгибающего момента и ℙ[𝑤] - от возникновения чрезмерных прогибов. Влияние 

изменчивости параметров железобетонной балки на надежность при разных условиях работы 

рассмотрена в трудах [3,4]. 

В данной работе рассматривается разрушение железобетонной балки по наклонному 

сечению от действия поперечной силы. Балка имеет случайную жесткость 𝐵(𝑅), как 

функцию случайной гауссовой кубиковой прочности бетона 𝑅, и лежит на упругом 

стохастически неоднородном основании с двумя коэффициентами постели 𝐶1(𝑥) и 𝐶 2 (𝑥) 

при этом загружена случайной квазистационарной нормально распределенной нагрузкой 

𝑞(𝑥) с математическим ожиданием < 𝑞(𝑥) > и центрированной стационарной случайной 

составляющей 𝑞∗(x). Предполагается, что трещиностойкость балки обеспечена. 

Метод 

Пусть случайная кубиковая прочность бетона получила конкретную реализацию 𝑅, 

при этом изгибная жесткость балки будет равна 𝐵0(𝑅), а случайная нагрузка 𝑞(𝑥) с 

корреляционной функцией 𝐾𝑞(𝑥 − 𝑥
′) представлена 𝑈 произвольными случайными 

сосредоточенными силами 𝑃𝑗 с математическими ожиданиями < 𝑃𝑗 > и 𝑁 произвольными 

случайными распределенными нагрузками 𝑞𝑖(𝑥) с математическими ожиданиями  

< 𝑞𝑖(𝑥) >, как показано на рисунке 1. 

 

 

Рисунок 1 - Схема загружения балки 

 

Уравнение изгиба балки бесконечной длины постоянного сечения на упругом 

основании с двумя характеристиками хорошо известно и имеет в стохастической постановке 

следующий вид [5]: 

                           𝐵(𝑅)
𝑑4𝑤(𝑥)

𝑑𝑥4
= 𝐶 2 (𝑥)

𝑑2𝑤(𝑥)

𝑑𝑥2
− 𝐶1(𝑥)𝑤(𝑥) + 𝑞(𝑥).                                      (1) 

Для решения уравнения (1) будем использовать метод малого параметра. Представим 

случайные функции 𝑤(𝑥), 𝐶1(𝑥), 𝐶 2 (𝑥) и 𝑞(𝑥) в виде сумм их неслучайных 

математических ожиданий < 𝐶1 >,< 𝐶2 >,< 𝑞(𝑥) > и < 𝑤(𝑥) > и центрированных 



Строительство и реконструкция 
 

18 
_________________________________________________________ 

№1 (93) 2021 
 

 

 

случайных составляющих 𝐶1
∗(𝑥), 𝐶2

∗(𝑥) и 𝑞∗(x), которые есть стационарные случайные 

функции, и  𝑤∗(𝑥) , которая в общем случае является нестационарной случайной функцией. 

Выражение для математического ожидания прогибов балки < 𝑤(𝑥) >, аналогичное 

решению в детерминированной постановке [2], будет иметь вид: 

< 𝑤(𝑥, 𝑅) >= − 
1

4𝐵0(𝑅) 𝛼𝛽(𝛼2 + 𝛽2) 
 ∙ 

∙ {∑  ∫ < 𝑞𝑖(𝑥𝑖) >

𝑏𝑖

𝑎𝑖

𝑒−𝛼∣𝑥−𝑥𝑖∣ [𝛽cos 𝛽(𝑥 − 𝑥𝑖) + 𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽 ∣ 𝑥 − 𝑥𝑖 ∣]𝑑𝑥𝑖 +

𝑁

𝑖=0

+∑ < 𝑃𝑗 > 𝑒−𝛼∣𝑥−𝑑𝑗∣
𝑈

𝑗=0

[𝛽cos 𝛽(𝑥 − 𝑑𝑗) + 𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽 ∣ 𝑥 − 𝑑𝑖 ∣]} ,   𝑥 ≥ 0 ,                (2) 

здесь  𝛼(𝑅) = (√
<С1>

4𝐵0(𝑅)
+ 

<С2>

4𝐵0(𝑅)
)

1

2

;  𝛽(𝑅) = (√
<С1>

4𝐵0(𝑅)
− 

<С2>

4𝐵0(𝑅)
)

1

2

 . 

Для математического ожидания поперечной силы после дифференцирования трижды 

по 𝑥 выражения (2) имеем (3): 

  < 𝑄(𝑥, 𝑅) >= − 
1

4𝛼 𝛽 
{∑ ∫ < 𝑞𝑖(𝑥𝑖) >

𝑏𝑖

𝑎𝑖

𝑒−𝛼∣𝑥−𝑥𝑖∣[(𝛼2 − 𝛽2) 𝑠𝑖𝑛 𝛽 ∣ 𝑥 − 𝑥𝑖 ∣

𝑁

𝑖=0

− 

 −2𝛼𝛽 cos 𝛽(𝑥 − 𝑥𝑖)]𝑑𝑥 + 

+ ∑𝑠𝑔𝑛(𝑥 − 𝑑𝑗)
< 𝑃𝑗 >

2
𝑒−𝛼∣𝑥−𝑑𝑗∣

𝑈

𝑗=0

[(𝛼2 − 𝛽2) 𝑠𝑖𝑛 𝛽 ∣ 𝑥 − 𝑑𝑗 ∣ −2𝛼𝛽 cos 𝛽(𝑥 − 𝑑𝑗)]},   (3) 

где  𝑠𝑔𝑛(𝑧) – сигнум-функция Кронекера [6]; 𝑥 ≥ 0 . 

Для нахождения корреляционной функции прогибов используем метод спектральных 

представлений, учитывая при этом, что корреляционная функция и спектральная плотность 

случайного процесса составляют пару преобразования Н. Винера-А.Я. Хинчина [7]. Так как 

передаточная функция H(ω, 𝑅) уравнения (1) будет иметь вид: 

                                     𝐻(𝜔, 𝑅) =  
1

𝐽(𝜔, 𝑅)
== 

1

[𝐵0(𝑅)𝜔4 + < 𝐶2 > 𝜔2 +< 𝐶1 >]
 ,                      

то, используя известное соотношение между спектральной плотностью SΦ(ω) на входе в 

динамическую систему и спектральной плотностью 𝑆𝑤(𝜔) на выходе из этой системы, 

получаем спектральную плотность прогибов: 

 

                 𝑆𝑤(𝜔, 𝑅) =∣ 𝐻(𝜔, 𝑅) ∣
2 𝑆𝛷(𝜔) = =  

𝑆𝛷(𝜔, 𝑅) 

[𝐵0(𝑅)𝜔4 + < 𝐶2 > 𝜔2 +< 𝐶1 >]2
.                  

 

Входную спектральную плотность 𝑆𝛷(𝜔, 𝑅) правой части уравнения (1), учитывая 

стационарность случайных функций отпоров основания 𝐶1
∗(𝑥) и 𝐶2

∗(𝑥) и нагрузки 𝑞∗(𝑥), 

представим следующим образом:  

                   𝑆𝛷(𝜔, 𝑅) = < 𝑤(𝑥, 𝑅) >
2 𝑆𝐶1(𝜔) + (

𝑑2 < 𝑤(𝑥, 𝑅) >

𝑑𝑥2
)

2

∙ 𝑆𝐶2(𝜔) + 𝑆𝑞(𝜔).           

http://edu.alnam.ru/book_b_tau.php?id=65
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В исследованиях [8] и [9] по результатам испытаний грунтов было рекомендовано 

принимать корреляционную функцию коэффициента постели в виде: 

 

            𝐾𝐶𝑖(𝑥 − 𝑥
′) = 𝐷𝐶𝑖 𝑒𝑥𝑝(−𝜐𝑖|𝑥 − 𝑥

′|) 𝑐𝑜𝑠[𝜑𝑖(𝑥 − 𝑥
′)],            𝜐𝑖 > 0,𝜑𝑖 > 0,                 (4) 

 

где 𝜐𝑖 - коэффициенты, характеризующий затухание корреляционных свойств по мере 

удаления точек 𝑥 и 𝑥′ друг от друга, 𝜑𝑖 - коэффициенты, отражающий скрытые 

периодичности корреляционных свойств основания, методика определения этих 

коэффициентов приведена, например, в работе [10]. 

Для корреляционной функции вида (4) спектральная плотность коэффициента отпора 

основания будут иметь вид дробно-рациональных функций [11,12]: 

 

                                      𝑆𝐶𝑖(𝜔) = 𝐷𝐶𝑖
υi
π
{

𝜔2+𝜐𝑖
2 + φ𝑖

2

[𝜔4 + 2(υ𝑖2−𝜑𝑖2)𝜔2 + (υ𝑖2+𝜑𝑖
2)]
}.                             (5) 

                  
Учитывая, что де факто наблюдается затухание корреляции значений случайной 

функции нагрузки 𝑞∗(𝑥) по мере увеличения расстояния между двумя сечениями балки с 

координатами 𝑥 и 𝑥′, корреляционную функцию нагрузки можно принять в виде:  

 

                                  𝐾𝑞(𝑥 − 𝑥
′) = 𝐷𝑞 𝑒𝑥𝑝(−𝜐𝑞|𝑥 − 𝑥

′|),    𝜐𝑞 > 0,                                                

 

где 𝐷𝑞 – дисперсия нагрузки, тогда спектральная плотность случайной функции 

нагрузки будет иметь вид [10]: 

                                                      𝑆𝑞(𝜔) = 𝐷𝑞  
2𝜐𝑞

𝜋(𝜔2 + 𝜐𝑞2)
.                                                                (6) 

 

Дисперсия прогибов балки будет определяться обратным преобразованием Н. Винера 

- А.Я. Хинчина спектральных плотностей случайных функции правой части уравнения (1) 

при 𝑥 = 𝑥′: 

𝐷𝑤(𝑥, 𝑅) = 2 < 𝑤(𝑥, 𝑅) >2 ∫
𝑆𝐶1(𝜔)𝑑𝜔

[𝐵0 (𝑅)𝜔
4 + < 𝐶2 > 𝜔2 +< 𝐶1 >]

2
+  

∞

0

+ 2(
𝑑2 < 𝑤(𝑥, 𝑅) >

𝑑𝑥2
)

2

∫
𝑆𝐶2(𝜔)𝑑𝜔

[𝐵0 (𝑅)𝜔4 + < 𝐶2 > 𝜔2 +< 𝐶1 >]2

∞

0

+        

                                                +2∫
𝑆𝑞(𝜔)𝑑𝜔

[𝐵0 (𝑅̅)𝜔4 + < 𝐶2 > 𝜔2 +< 𝐶1 >]2

∞

0

 .                                                     (7) 
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Дифференцируя выражение (7) трижды и подставляя спектральные плотности (5) и 

(6), получаем для дисперсии поперечной силы: 

 

𝐷𝑄(𝑥, 𝑅) = 2𝐵0
2(𝑅) < 𝑤(𝑥, 𝑅) >2∗ 

∗  𝐷𝐶1
𝜐1
𝜋
∫

[𝜔8+(𝜐1
2 + 𝜑1

2)𝜔6]𝑑𝜔

[𝜔2 − (𝜐12+𝜑1
2)]2[𝐵0 (𝑅)𝜔4 + < 𝐶2 > 𝜔2 +< 𝐶1 >]2

+

∞

0

 

+  2𝐵0
2(𝑅) [

𝑑2 < 𝑤(𝑥, 𝑅 ) >

𝑑𝑥2
]

2

𝐷𝐶2
𝜐2
𝜋
∫

[𝜔8+(𝜐2
2 + 𝜑2

2)𝜔6]𝑑𝜔

[𝜔2 − (𝜐22+𝜑2
2)]2[𝐵0 (𝑅)𝜔4 + < 𝐶2 > 𝜔2 +< 𝐶1 >]2

∞

0

+ 

                                     +4𝐵0
2(𝑅)𝐷𝑞

𝜐𝑞

𝜋
∫

𝜔6𝑑𝜔

(𝜔2 + 𝜐𝑞2)[𝐵0 (𝑅)𝜔4 + < 𝐶2 > 𝜔2 +< 𝐶1 >]2

∞

0

 .                    (8) 

 

Корреляционные функции, спектральные плотности которых являются дробно-

рациональными функциями вида: 

𝑆(𝜔) = 𝐶
∣ (𝑖𝜔)𝑚 + 𝑏1(𝑖𝜔)

𝑚−1 +⋯+ 𝑏𝑚 ∣2

∣ (𝑖𝜔)𝑛 + 𝑎1(𝑖𝜔)𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛 ∣2
= 

                                                      =  𝐶
𝜔2𝑚 + 𝐵1𝜔

2(𝑚−1) +⋯+ 𝐵𝑚
𝜔2𝑛 + 𝐴1𝜔2(𝑛−1) +⋯+ 𝐴𝑛

,                                               

 

где коэффициенты 𝑎1, … , 𝑎𝑛,   𝑏1, … , 𝑏𝑚,   𝐴1, … , 𝐴𝑛 и 𝐵1, … , 𝐵𝑚 суть вещественные 

числа, можно записать в следующем общем виде [9]: 

    𝐾(𝑥 − 𝑥′) = ∑exp(−𝛼𝑘
(2)|𝑥 − 𝑥′|) {𝐶𝑘

𝑛2

𝑘=1

(|𝑥 − 𝑥′|) 𝑐𝑜𝑠[𝛼𝑘
(1)(𝑥 − 𝑥′)] +

+ 𝐷𝑘(|𝑥 − 𝑥
′|) 𝑠𝑖𝑛[𝛼𝑘

(1)|𝑥 − 𝑥′|]} +∑𝐸𝑗(|𝑥 − 𝑥
′|)

𝑛1

𝑗=1

exp (−𝛼𝑗
′|𝑥 − 𝑥′|),         

 

где   𝑖𝛼1
′ , … , 𝑖𝛼𝑛1

′  – чисто мнимые корни, входящие в число корней 𝛼1, … , 𝛼𝑛; 

𝛼1
(1)
+ 𝑖𝛼1

(2)
, … , 𝛼𝑛2

(1)
+ 𝑖𝛼𝑛2

(2)
 – комплексные корни с положительной 

вещественной частью, входящие в число корней 𝛼1, … , 𝛼𝑛; 

𝐶𝑘(|𝑥 − 𝑥
′|),  𝐷𝑘(|𝑥 − 𝑥

′|),  𝐸𝑗(|𝑥 − 𝑥
′|) – многочлены относительно |𝑥 − 𝑥′|, 

степени которых на единицу меньше кратности соответствующих корней 𝛼𝑗
′  или  𝛼𝑘

(1)
+

𝑖𝛼𝑘
(2)

; при отсутствии у 𝑆(𝜔) кратных корней все коэффициенты 𝐶𝑘, 𝐷𝑘  и 𝐸𝑗 являются 

постоянными. 

Вторая производная от функции математического ожидания прогибов, входящая в 

выражение для дисперсии поперечных сил (8), будет иметь вид: 
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𝑑2 < 𝑤(𝑥, 𝑅) >

𝑑𝑥2
= 

1

4𝐵0 (𝑅)𝛼 𝛽 
⦁ 

⦁ {∑ ∫ < 𝑞𝑖(𝑥𝑖) >

𝑏𝑖

𝑎𝑖

𝑒−𝛼∣𝑥−𝑥𝑖∣[𝛽 cos𝛽(𝑥 − 𝑥𝑖) − 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛽 ∣ 𝑥 − 𝑥𝑖 ∣]𝑑𝑥𝑖 +

𝑁

𝑖=0

   

+∑ < 𝑃𝑗 > 𝑒−𝛼∣𝑥−𝑑𝑗∣
𝑈

𝑗=0

[𝛽 cos 𝛽(𝑥 − 𝑑𝑗) − 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛽 ∣ 𝑥 − 𝑑𝑗 ∣]} ,       𝑥 ≥ 0.                

Тогда плотность распределения поперечной силы в балке в характерном сечении 𝑥∗ 

при любой конкретной реализации кубиковой прочности бетона будет иметь вид: 

                                  𝑝𝑄(𝑄, 𝑥
∗, 𝑅)

=  
1

√2𝜋𝐷𝑄(𝑥∗, 𝑅)
 exp {−

[𝑄−< 𝑄(𝑥∗, 𝑅) >]2

2𝐷𝑄(𝑥∗, 𝑅)
} .                                    

С учётом случайного характера нормально распределенной кубиковой прочности 

бетона 𝑅 с плотностью 𝑝𝑅(𝑅) математическое ожидание и дисперсия поперечных сил в балке 

запишутся в виде: 

         < 𝑄(𝑥) >= ∫ < 𝑄(𝑥, 𝑅) >

∞

−∞

𝑝𝑅(𝑅)𝑑𝑅;                   𝐷𝑄(𝑥) = ∫ 𝐷𝑄(𝑥, 𝑅)

∞

−∞

𝑝𝑅(𝑅)𝑑𝑅 .                    

Зная математическое ожидание и дисперсию поперечных сил в балке, можно 

построить его нормальное распределение в любом, в том числе в характерном сечении 𝑥∗, 

которое будет иметь вид: 

                                    𝑝𝑄(𝑄, 𝑥
∗) =  

1

√2𝜋𝐷𝑄(𝑥∗)
 exp {−

[𝑄−< 𝑄(𝑥∗) >]2

2𝐷𝑄(𝑥∗)
} .                                               

Вычисления интегралов, входящих в формулу (8), сводятся к вычислению интегралов 

от чётных дробно-рациональных функций общего вида [13]: 

 

                                                       𝐼𝑛 =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑔𝑛(𝜔)𝑑𝜔

ℎ𝑛(𝜔)ℎ𝑛(−𝜔)
,                                                           (9)

∞

−∞

 

где 𝑔𝑛(𝜃) и ℎ𝑛(𝜃) - комплексные многочлены следующего вида, где  𝜃 =  𝜔 или − 𝜔: 

 

𝑔𝑛(𝜃) = 𝑎0 𝜃
2𝑛−2 + 𝑎1 𝜃

2𝑛−4 +⋯+ 𝑎𝑛−1; 
ℎ𝑛(𝜃) = 𝑏0 𝜃

𝑛 + 𝑏1 𝜃
𝑛−1 +⋯+ 𝑏𝑛,        𝑏0  ≠ 0 ,  

 

причем в многочлен 𝑔𝑛(𝜔) входят только чётные степени 𝜔, так как величина интеграла не 

зависит от нечётных степеней 𝜔, а многочлен ℎ𝑛(𝜔) таков, что все его корни имеют 

отрицательные действительные части и лежат в верхней полуплоскости, а корни многочлена 

ℎ𝑛(−𝜔) лежат, соответственно, в нижней полуплоскости. 

Для любого 𝑛 > 1 интеграл (9) можно вычислить по основной теореме Коши теории 

вычетов [14]: 

                                             𝐼𝑛 =
1

2𝜋𝑖
{2𝜋𝑖∑ Res

𝜔=𝜔𝜂
 [

𝑔𝑛(𝜔)

ℎ𝑛(𝜔)ℎ𝑛(−𝜔)
]

𝑛

𝜂=1

}.                                        (10) 
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Учитывая голоморфность функций 𝑔𝑛(𝜔) и ℎ𝑛(𝜔) и с учетом следующего известного 

равенства теории вычетов [15]: 

                                                             Res
𝜔=𝜔𝜂

𝑔𝑛(𝜔)

ℎ𝑛(𝜔)
=
𝑔𝑛(𝜔𝜂)

ℎ𝑛′ (𝜔𝜂)
,                                                              

где функция ℎ𝑛
′ (𝜔𝜂) является производной по ω от полинома ℎ𝑛(𝜔), выражение (10) 

будет иметь вид:  

 

           𝐼𝑛 =∑
𝑔𝑛(𝜔𝜂)

ℎ𝑛′ (𝜔𝜂)ℎ𝑛(−𝜔𝜂)
=

(−1)𝑛

2𝑎0∏ (𝜔𝑚 + 𝜔𝑙)𝑙<𝑚

𝑛

𝜂=1

 ∑
𝑔𝑛(𝜔𝜂)

𝜔𝜂ℎ𝑛′ (𝜔𝜂)

𝑛

𝜂=1

 ∏(𝜔𝑖

𝑖,𝑗≠𝜂

𝑗<𝑖

+ 𝜔𝑗  ).     (11) 

 

В матричной форме выражение (11) можно записать в следующем в виде [16]: 

                                                            𝐼𝑛 = (−1)
𝑛  

𝑁𝑛
2𝑎0 𝐷𝑛

,                                                                    (12) 

где 𝑁𝑛 – детерминант матрицы, составленной из коэффициентов многочленов 𝑔𝑛(𝜔) и 

ℎ𝑛(𝜔): 

                                       𝑁𝑛  = 𝑑𝑒𝑡

[
 
 
 
 
𝑎0 𝑏0     0      0   ⋯ 0
𝑎1 𝑏2    𝑏1     0   ⋯ 0
𝑎2  𝑏4     𝑏3     𝑏2  ⋯ 0
   ⋮  ⋮        ⋮        ⋮       ⋮
𝑎𝑛−1  0       0       0⋯ 𝑏𝑛

 

 ]
 
 
 
 

,                                                  

 

здесь  𝑏𝑘 = 0, если 𝑘 <  0 или 𝑘 > 𝑛;      
𝐷𝑛 – определитель матрицы, составленной из коэффициентов многочлена ℎ𝑛(ω): 
 

                                        𝐷𝑛  =  𝑑𝑒𝑡

[
 
 
 
 
 
 
𝑏1 𝑏0      0      0       ⋯ 0
𝑏3 𝑏2      𝑏1     𝑏0     ⋯ 0
𝑏5 𝑏4       𝑏3      𝑏2    ⋯ 0
 𝑏7 𝑏6     𝑏5      𝑏4     … 0
⋮ ⋮         ⋮        ⋮       ⋮
0 0       0       0   … 𝑏𝑛  ]

 
 
 
 
 
 

.                                                   

 

Результаты и обсуждение 

Результаты интегрирования с использованием формулы (12) для полиномов до 7 

степени включительно в замкнутой форме приводятся, например, в [17]. 

Разрушение железобетонной балки по наклонному сечению происходит в случае, если 

𝑄(𝑥∗) >  𝑄𝑢𝑙𝑡, где 𝑄𝑢𝑙𝑡 = 𝑄𝑠𝑤(𝑅𝑏𝑡, 𝜎т)  - случайная несущая способность балки по 

наклонному сечению, являющаяся нормально распределенной функцией случайных величин 

𝑅𝑏𝑡 и 𝜎т; а 𝑄(𝑥∗) - случайная поперечная сила в балке в характерном сечении 𝑥∗, зависящая 

от случайной величины прочности 𝑅 и случайных функций  𝑞(𝑥), 𝐶1(𝑥), 𝐶2(𝑥). Характерное 

сечение в нашем случае будет совпадать с сечением, в котором возникает наибольшее 

математическое ожидание поперечной силы. 

Тогда вероятность ℙ𝑄𝑢𝑙𝑡  разрушения железобетонной балки по наклонному сечению 

от действия случайной поперечной силы 𝑄(𝑥∗) в характерном сечении 𝑥∗ находится по 

формуле Ньютона-Лейбница:  
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ℙ𝑄𝑢𝑙𝑡(𝑥
∗) = ∫ 𝑝𝜎т(𝜎т)

∞

−∞

∫ 𝑝𝑅𝑏𝑡(𝑅𝑏𝑡

∞

−∞

) ∫ 𝑝𝑅(𝑅

∞

−∞

) [ ∫ 𝑝𝑄(𝑄, 𝑥
∗, 𝑅)𝑑𝑄

∞

𝑄𝑢𝑙𝑡(𝑅𝑏𝑡,𝜎т) 

] 𝑑𝜎т𝑑𝑅𝑏𝑡𝑑𝑅 =  

        =∭𝑝𝜎т(𝜎т)

∞

−∞

𝑝𝑅𝑏𝑡(𝑅𝑏𝑡)𝑝𝑅(𝑅) {1 − 𝛷 [
𝑄𝑢𝑙𝑡(𝑅𝑏𝑡, 𝜎т)−< 𝑄(𝑥

∗, 𝑅) >

√𝐷𝑄(𝑥∗, 𝑅)
]} 𝑑𝜎т𝑑𝑅𝑏𝑡𝑑𝑅,      (13) 

 

где 𝑝𝜎т(𝜎т) и 𝑝𝑅𝑏𝑡(𝑅𝑏𝑡) - функции плотностей распределений случайного предела 

текучести арматуры σ̃т и случайной прочности бетона на растяжение 𝑅̃𝑏𝑡, соответственно; 

𝛷(𝑧) =  
1

√2𝜋
∫ exp (−

𝑡2

2

𝑧

−∞

)𝑑𝑡 - интеграл вероятности Гаусса; 

𝑄𝑢𝑙𝑡(𝑅𝑏𝑡, 𝜎т)  - предельная поперечная сила, зависящая от случайных величин 𝑅𝑏𝑡 и 𝜎т 

и равная в соответствии с п. 5.2.11 [16]: 

    𝑄𝑢𝑙𝑡(𝑅𝑏𝑡, 𝜎т) = 𝑄𝑠𝑤(𝑅𝑏𝑡, 𝜎т) = 2√
𝑏ℎ0

2𝜑𝑏2𝑅𝑏𝑡𝛾𝑠1𝜎т𝜑𝑠𝑤𝐴𝑠𝑤

𝑠𝑤
 ≈ 1,9ℎ0√

𝑏𝐴𝑠𝑤
𝑠𝑤

𝑅𝑏𝑡𝜎т ,    (14) 

здесь  𝜑𝑏2 = 1,5;  𝜑𝑠𝑤 = 0,75;  𝛾𝑠1 = 0,8; обозначения в выражении (14) приняты по [18]. 

Зная вероятность разрушения балки по нормальному сечению ℙ𝑀𝑢𝑙𝑡
 и вероятность 

возникновения недопустимых прогибов ℙ[𝑤], полученные в [1,2], а также вероятность 

разрушения по наклонному сечению ℙ𝑄𝑢𝑙𝑡  (13), можно определить суммарную вероятность ℙ 

наступления предельных состояний в железобетонной балке как сумму вероятностей 𝑛 

совместных событий по формуле перекрытий (включений и исключений) теории 

вероятностей [19]: 

ℙ =∑ℙ𝑖

𝑛

𝑖=1

−∑ ∑ ℙ𝑖

𝑛

𝑗=𝑖+1

ℙ𝑗

𝑛−1

𝑖=1

+∑ ∑ ∑ ℙ𝑖

𝑛

𝑘=𝑗+1

ℙ𝑗ℙ𝑘

𝑛−1

𝑗=𝑖+1

𝑛−2

𝑖=1

− 

                                − ∑ ∑ ∑ ∑ ℙ𝑖

𝑛

𝑙=𝑘+1

ℙ𝑗ℙ𝑘ℙ𝑙

𝑛−1

𝑘=𝑗+1

𝑛−2

𝑗=𝑖+1

𝑛−3

𝑖=1

+⋯ + (−1)𝑛−1∏ℙ𝑖

𝑛

𝑖=1

.                          

 

В нашем случае вероятность одновременного наступления трех предельных 

состояний будет равна: 
 

      ℙ = ℙ𝑀𝑢𝑙𝑡
+ ℙ[𝑤] + ℙ𝑄𝑢𝑙𝑡 − ℙ𝑀𝑢𝑙𝑡

ℙ[𝑤] − ℙ𝑀𝑢𝑙𝑡
ℙ𝑄𝑢𝑙𝑡 − ℙ𝑄𝑢𝑙𝑡ℙ[𝑤] + ℙ𝑀𝑢𝑙𝑡

ℙ𝑄𝑢𝑙𝑡ℙ[𝑤] =   

                                       = ℙ𝑀𝑢𝑙𝑡
+ (1 − ℙ𝑀𝑢𝑙𝑡

)[ℙ𝑄𝑢𝑙𝑡 + (1 − ℙ𝑄𝑢𝑙𝑡)ℙ[𝑤]].                                    
 

Выводы 

Получена оценка вероятности разрушения по наклонному сечению железобетонной 

балки от действия поперечной силы, а также оценка суммарной вероятности наступления 

трех предельных состояний железобетонной балки с вероятностными параметрами 

прочности, лежащей на упругом основании модели В.З. Власова - П.Л. Пастернака, 

обладающем стохастическими свойствами. 
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