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К ПОСТРОЕНИЮ ДЕФОРМАЦИОННЫХ КРИТЕРИЕВ  

ОСОБОГО ПРЕДЕЛЬНОГО СОСТОЯНИЯ ВНЕЦЕНТРЕННО-СЖАТЫХ 

ЭЛЕМЕНТОВ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ КАРКАСОВ  

ЗДАНИЙ И СООРУЖЕНИЙ 
 

Аннотация. При аварийных ситуациях, вызванных внезапным удалением из каркаса 

здания одного из несущих элементов, в сечениях внецентренно сжатых конструктивных 

элементов (колонны, пилоны, раскосы и пояса ферм и т.д.) вследствие резкого роста 

эксцентриситетов приложения нагрузок может быть реализовано напряженно-

деформированное состояние более невыгодное по сравнению с их НДС на стадии нормальной 

эксплуатации от действия основных и особых сочетаний нагрузок. В тех случаях, когда 

догружаемые в результате аварийной ситуации внецентренно сжатые элементы 

конструктивной системы обладают «изящным» сечением, либо приобрели средовые (коррозия) 

или механические (сколы, погиби) повреждения в процессе эксплуатации, в качестве 

возможного сценария исчерпания их несущей способности может стать потеря устойчивости 

формы. 
В работе предложен подход к построению деформационных критериев для оценки 

особого предельного состояния внецентренно сжатых стержневых элементов 

железобетонных каркасов зданий, основанный на использовании комбинации нелинейного 

деформационного расчета и нелинейного расчета на устойчивость формы. 

Показано, что предельные значения деформаций для рассмотренного железобетонного 

элемента могут определяться критериями прочности или устойчивости в зависимости от 

соотношения размеров и структуры сечений элементов конструктивной системы, а также 

соотношения усилий, действующих в сечениях конструктивного элемента. 
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DEFORMATION CRITERIA FOR SPECIAL LIMIT STATE  

OF RC FRAME BAR ELEMENTS IN COMPRESSION 
 

Abstract. At emergency situations caused by the sudden removal of one of the load-bearing 

elements from the building frame, a stress-strain state is more disadvantageous in comparison with 

their stress-strain state at the stage of normal operation. In cases where the eccentrically compressed 

elements have an "elegant" section, or have acquired environmental (corrosion) or mechanical (chips) 

damages during operation, as a possible scenario for the exhaustion of their bearing capacity is 

buckling. 

The paper proposes an approach to the construction of deformation criteria for assessing the 

special limiting state of eccentrically compressed bar elements of reinforced concrete frames. The 

approach is based on the use of a combination of nonlinear deformation analysis and nonlinear form 

stability analysis. 

It is shown that the limiting values of deformations for the considered reinforced concrete 
element can be determined by the criteria of strength or stability, depending on the ratio of the sizes and 

structure of sections of the bar elements, as well as the ratio of the forces acting in them. 
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1 Введение 

Анализ аварий, произошедших на объектах капитального строительства в последние 

десятилетия, а также результатов численного моделирования этих и гипотетических 

аварийных расчетных ситуаций [1-4] показал, что при отказе одной из несущих конструкций 

происходит структурная перестройка конструктивной системы здания, сопровождающаяся 

перераспределением силовых потоков и деформаций. В том случае, если время удаления 

несущего элемента исчисляется долями секунды, то этот процесс сопровождается 

возникновением значительных сил инерции, что приводит к динамическому догружению 

сохранившихся элементов несущей системы здания. Это подтверждается результатами 

натурных испытаний, выполненных Sasani and Sagiroglu [5-7] при сносе зданий, а также 

тестированием масштабных моделей плоских и пространственных каркасов зданий, 

выполненных Колчуновым В.И. и др. [8], Федоровой Н.В. и Ву Н.Т. [9], Демьяновым А.И. и 

Алькади С.А. [10]. Согласно результатам названных исследований, первыми в процесс 

перераспределения силовых потоков (alternate load pathing) при структурной перестройке 

системы включаются элементы покрытий (перекрытий) над удаляемой конструкцией. 

Однако возможен сценарий, при котором удаление несущего элемента каркаса здания 

может привести к потере устойчивости формы внецентренно сжатых элементов 

деформированной конструктивной системы. Такой сценарий развития прогрессирующего 

обрушения может быть связан с накоплением средовых повреждений (коррозия, высокие 

температуры) [11-13], изменением характера НДС внецентренно сжатых элементов 

вследствие увеличения пролета конструкции перекрытия или роста эксцентриситета 

приложения продольной силы [14], увеличением расчетной длины рассматриваемого 

внецентренно сжатого элемента вследствие удаления вертикальных связей или деградации 

условий закрепления [15]. В качестве критериев для оценки несущей способности отдельных 

внецентренно сжатых элементов каркасов зданий при динамических догружениях, 

вызванных аварийным отказом одной из несущих конструкций, как правило, выступают 

предельные усилия, воспринимаемые сечениями рассматриваемых элементов из условия 

прочности, либо предельные деформации в бетоне и арматуре. 

Трекиным Н.Н. и Кодышем Э.Н. в работе [16] в качестве интегральных критериев 

особого предельного состояния изгибаемых железобетонных элементов каркасов зданий и 

сооружений рассмотрены деформационные критерии, ограничивающие относительные 

предельные прогибы конструкций [f/l]. Под особым предельным состоянием в соответствии 

с [17] будем понимать такое состояние конструкций после превышения границы несущей 

способности по первому и деформативности по второму предельным состояниям, в котором 

они не полностью соответствуют функциональным требованиям, дальнейшее увеличение 

нагрузок и (или) воздействий приводит к их разрушению. Представляется, что аналогичные 

интегральные критерии целесообразно также ввести и для оценки особого предельного 

состояния внецентренно сжатых стержневых элементов железобетонных несущих систем. 

Однако деформирование, потеря устойчивости и разрушение таких элементов имеет свою 

специфику, которая должна быть учтена при построении деформационных критериев их 

особого предельного состояния. В частности, необходимо учитывать соотношения размеров 

и структуру сечений элементов конструктивной системы, условия сопряжения в узлах, а 

также соотношение усилий, действующих в элементе. В связи с этим, в данной работе на 

основе анализа уравнений устойчивости стержневого элемента с упругоподатливыми 

закрепления от поперечного смещения и поворота на обоих концах, а также результатов 

численного моделирования предложен подход к построению деформационных критериев 

особого предельного состояния для внецентренно сжатых стержневых элементов 

железобетонных несущих систем зданий и сооружений. 
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2 Методы 

Уравнение равновесного состояния внецентренно сжатого стержневого элемента 

(рисунок 1, а) с использованием безразмерных координат и параметров может быть записано 

в виде: 
 

𝑑2𝑤̅

𝑑𝜉2
+ 𝑘2𝑤̅ = −𝑘2(𝑒𝑖̅𝜉 + 𝑒𝑗̅(1 − 𝜉) + 𝑒0̅), (1) 

где 

ξ =
𝑥

𝑙
,   𝑤̅ =

𝑤

𝑙
, 𝑒𝑖̅ =

𝑒𝑖
𝑙
, 𝑒𝑗̅ =

𝑒𝑗
𝑙
, 𝑒0̅ =

𝑒0
𝑙
, 𝑘2 =

𝑁𝑙2

𝐵𝑀,𝑟𝑒𝑑
. 

 

Здесь BM,red – изгибная жесткость приведенного поперечного сечения железобетонного 

элемента, определяемая с учетом режима нагружения, а также наличия механических или 

средовых повреждений; x – координата, отсчитываемая вдоль недеформированной оси 

стержня; w = w (x) – отклонение оси стержня от недеформированного состояния; l – длина 

стержневого элемента; N – продольная сила; 𝑒0 = 𝑒0(𝜉)– начальная погибь стержневого 

элемента; 𝑒𝑖, 𝑒𝑗–расчетные эксцентриситеты на концах стержневого элемента, определяемые 

как отношение действующих в соответствующих концевых сечениях изгибающих моментов 

к продольной силе. 

На данном этапе для большей наглядности ограничимся рассмотрением частного 

идеализированного случая - центрального сжатия железобетонного стержневого элемента, 

имея в виду, что представленный подход может быть распространен на более широкий класс 

задач об устойчивости стержневых элементов. 

Исключив из уравнения (1) параметры, относящиеся к концевым моментам и 

начальной погиби стержня, и дважды продифференцировав по 𝜉, получим уравнение 

устойчивости для центрально сжатого стержня с произвольными граничными условиями 

[18]: 
 

𝑑4𝑤̅

𝑑𝜉4
+ 𝑘2

𝑑2𝑤̅

𝑑𝜉2
= 0. (2) 

 

В том случае, если концы стержня упругоподатливо закреплены от поперечных 

смещений и поворотов (рисунок 1), то в концевых сечениях элемента будут действовать 

усилия: 
 

𝑄̅ =  −𝐶𝑖𝑤̅ + 𝑘
2𝑤̅ ′ = −𝑤̅ ′′′, 
 

𝑀̅ =  −𝐶𝑗𝑤̅
′ = −𝑤̅′′, 

(3) 

 

где Ci, Cj– величины податливостей опорных закреплений стержня на поперечное смещение 

и поворот соответственно. 

Подставляя решение уравнения (2) по методу начальных параметров при ξ = 1 в (3), 

получим систему из двух линейных однородных уравнений с двумя неизвестными: 
 

𝐴1𝑤̅0
′′ + 𝐴2𝑤̅0

′′′ = 0, 
 

𝐴3𝑤̅0
′′ + 𝐴4𝑤̅0

′′′ = 0, 
(4) 

где 
 

𝐴1 = cos 𝑘 −
𝐶4

𝐶2
−

sin 𝑘

𝑘
, 𝐴2 =

sin 𝑘

𝑘
−

1−cos𝑘

𝑘
,  
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   а)   б)   в) 
 

 
 

Рисунок 1 – Расчетная схема: стержневого внецентренно сжатого элемента (а), фрагмента 

железобетонного каркаса в недеформированном состоянии (б), то же в деформированном состоянии с 

учетом возможной деградации узловых соединений несущих элементов (в) 

 

Приравнивая нулю определитель, составленный из коэффициентов при неизвестных 

системы уравнений (4), найдем параметр критической силы k для сжатого стержневого 

элемента при произвольных значениях параметров Ci, Cj. 
 

𝐴3 =
𝐶1𝐶3 − 𝑘

2𝐶3
𝐶1𝐶2

+ 𝐶3
1 − cos𝑘

𝑘2
−
𝑘2

𝐶2
− 2𝑘 sin 𝑘, 

𝐴4 =
𝐶3
𝐶1
+ 𝐶3 (

1

𝑘2
−
sin 𝑘

𝑘3
)−𝑘(1 − cos𝑘) − cos𝑘. 

 

Предельное значение относительного прогиба 𝑤̅𝑢𝑙𝑡 = [𝑓 𝑙⁄ ] сжатого стержневого 

элемента найдем, полагая, что в особом предельном состоянии разрушение вызвано 

достижением в одном из сечений стержня предельного значения динамического 

изгибающего момента: 
 

𝑤̅0
′′ (cos 𝑘𝜉 +

𝐴1
𝐴2

sin 𝑘𝜉

𝑘
) =

𝑀𝑢𝑙𝑡
𝑑

𝐵𝑟𝑒𝑑
, 

где  

𝑀𝑢𝑙𝑡
𝑑 =  𝜑𝑅𝑖𝑀𝑏,𝑢𝑙𝑡

𝑠𝑡 +𝜑𝑠𝑀𝑠𝑐,𝑢𝑙𝑡
𝑠𝑡 . 

 

В представленных выше выражениях 𝑀𝑏,𝑢𝑙𝑡
𝑠𝑡 , 𝜑𝑅𝑖 – соответственно предельный статический 

изгибающий момент и коэффициент динамического упрочнения для бетона, 𝑀𝑠𝑐,𝑢𝑙𝑡
𝑠𝑡 , 𝜑𝑠 – то 

же для арматуры. 

Координату 𝜉сечения с предельным динамическим изгибающим моментом 

𝑀𝑢𝑙𝑡
𝑑 найдем, сопоставляя соотношения кривизн 𝑤̅′′ 𝑤̅0

′′⁄  для концевых сечений и сечений, в 

которых функция прогибов достигает экстремума (𝑤̅′ = 0). 
Моделирование изменения деформационных характеристик силового сопротивления 

железобетона, определяющих приведенную изгибную жесткость сечений внецентренно 

сжатого стержневого элемента несущей системы при его динамическом догружении 

выполним на основе теории пластичности Г.А. Гениева [19], следуя которой динамический 

касательный модуль при статико-динамическом деформировании может быть записан в 

следующем виде: 
 

𝐸𝑡,𝑑(𝑦) =
𝐸𝑡,1

(1−𝑒−𝜔𝑡)
, 𝜔 =

𝐸𝑠𝑒с,0

𝐾
,      

где 𝐸𝑡,1 =
𝑑𝜎

𝑑𝜀
= 𝐸0 − 2𝐻1𝜀– касательный модуль для деформированного состояния, 

предшествующего динамическому догружению, и условно принимаемого статическим; 
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𝜀 = 𝜀𝑡 +
𝜀𝑐−𝜀𝑡

ℎ
(𝑦 +

ℎ

2
)- фибровая деформация в произвольной точке приведенного 

сечения; 

𝜀𝑐 , 𝜀𝑡 – деформации наиболее сжатых и наименее сжатых (либо растянутых) волокон, 

определяемые расчетом на основе нелинейной деформационной модели (рисунок 2) с учетом 

геометрической нелинейности стержневого элемента; 

Esec,0 – секущий модуль упругости для стадии нормальной эксплуатации; 

K – модуль вязкого сопротивления элемента; 

t – время динамического догружения несущих элементов конструктивной системы 

при ее внезапной структурной перестройке. При использовании квазистатического подхода к 

расчету конструктивной системы в первом приближении, следуя [20], время может принято 

равным четверти периода собственных колебаний системы “n-1” (без удаляемого несущего 

элемента), в которой нагрузки заменены массами, в том числе усилие в отбрасываемом 

элементе. 

 
 

 
 

Рисунок 2 - Схема к определению параметров напряженно-деформированного состояния  

внецентренно сжатого железобетонного элемента  

 

Следует заметить, что при выполнении расчетов с учетом физической и 

геометрической нелинейности шагово-итерационным методом в ряде программных 

комплексов по расчету строительных конструкций в качестве параметра, характеризующего 

деформативность железобетона, применяется касательный модуль, соответствующий 

деформации ε=(εn+εn-1)/2, где εn,εn-1– соответственно деформации по последнему и 

предпоследнему шагу расчета [21]. Использование данного значения модуля деформаций 

при анализе устойчивости будет давать завышенные значения критических сил при малом 

числе шагов расчета. На основании анализа диаграмм состояния сжатого бетона различных 

классов по прочности можно также заключить, что при использовании в расчетах 

жесткостей, вычисленных методом переменных параметров упругости (МППУ), 

оперирующим секущим модулем деформаций, расхождение будет расти по мере увеличения 

класса бетона по прочности. Поэтому при расчете устойчивости деформированного 

состояния стержневого элемента будем использовать касательный модуль деформаций для 

конечного деформированного состояния системы, что в большей степени соответствует 

специфике задачи о потере устойчивости. В этом случае приведенные жесткости сечений 

являются функциями от деформации краевых фибр, которые могут быть найдены с 

использованием шагового метода или МППУ. 

В статье [22] были приведены выражения для жесткостей приведенных сечений 

внецентренно сжатого стержневого элемента с трещиной в растянутой зоне. В данной работе 

ограничимся тем, что приведем выражения для частного случая, когда сечение 

прямоугольное, а продольная сила приложена в пределах ядра сечения: 
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𝐵𝑀,𝑟𝑒𝑑,𝜃 = 𝐵𝑀,𝑟𝑒𝑑,𝜃1 − 𝐵𝑁,𝑟𝑒𝑑,𝜃 ∙  𝑎𝜃
2 , 

 

где 

𝐵𝑀,𝑟𝑒𝑑,𝜃 = 𝐸0𝐼𝑟𝑒𝑑,𝜃 , 𝐵𝑀,𝑟𝑒𝑑,𝜃1 = 𝐸0𝐼𝑟𝑒𝑑,𝜃1, 𝐵𝑁,𝑟𝑒𝑑,𝜃 = 𝐸0𝐴𝑟𝑒𝑑,𝜃 , 

𝐼𝑟𝑒𝑑,𝜃1 =
𝐸𝑠
𝐸0
 ∙  𝐴𝑠  ∙  𝑎

2 + 
𝐸𝑠
𝐸0
 ∙  𝐴𝑠

,  ∙ (ℎ − 𝑎,)2 + 

+𝑏 ∙  ∫ (1 −
𝜀

𝜀𝑏̂
) ∙ 𝑦2𝑑𝑦

ℎ

0

=
𝐸𝑠
𝐸0
(𝐴𝑠  ∙  𝑎

2 + 𝐴𝑠
,  ∙ (ℎ − 𝑎,)2) + 

+
𝑏ℎ3

3
(1 −

𝜀𝑡
𝜀𝑏̂
−
𝜀𝑐 − 𝜀𝑡
12𝜀𝑏̂

). 
 

𝑎𝜃 =
𝑆𝑟𝑒𝑑,𝜃
𝐴𝑟𝑒𝑑, 𝜃

, 

𝑆𝑟𝑒𝑑,𝜃 =  
𝐸𝑠
𝐸0
 ∙ (𝐴𝑠  ∙ 𝑎 + 𝐴𝑠

′  ∙ (ℎ − 𝑎′)) + 

+𝑏 ∙  ∫ (1 −
𝜀

𝜀𝑏̂
) 𝑦𝑑𝑦

ℎ

0

=  
𝐸𝑠
𝐸0
 ∙ (𝐴𝑠  ∙ 𝑎 + 𝐴𝑠

′  ∙ (ℎ − 𝑎′)) + 

+
𝑏ℎ2

2
(1 −

𝜀𝑡
𝜀𝑏̂
−
𝜀𝑐 − 𝜀𝑡
6𝜀𝑏̂

). 

𝐴𝑟𝑒𝑑,𝜃 = 𝑏 ∙  ∫ (1 −
𝜀

𝜀𝑏̂
) 𝑑𝑦 + 𝐴𝑠,𝑡𝑜𝑡

𝐸𝑠
𝐸0
= 𝑏ℎ (1 −

𝜀𝑐 + 𝜀𝑡
2𝜀𝑏̂

) + 𝐴𝑠,𝑡𝑜𝑡
𝐸𝑠
𝐸0
.

ℎ

0

 

Здесь 𝐼𝑟𝑒𝑑,𝜃– момент инерции приведенного по касательному модулю поперечного сечения 

относительно собственного центра тяжести; 

𝐼𝑟𝑒𝑑,𝜃1 - момент инерции приведенного по касательному модулю поперечного сечения 

относительно центра тяжести недеформированного поперечного сечения; 

𝐴𝑟𝑒𝑑,𝜃  - площадь приведенного по касательному модулю поперечного сечения; 

𝑆𝑟𝑒𝑑,𝜃  - статический момент приведенного по касательному модулю поперечного 

сечения; 

𝑎𝜃 – координата центра тяжести приведенного по касательному модулю сечения, 

отсчитываемая от оси, относительно которой определен 𝑆𝑟𝑒𝑑,𝜃; 

x – высота сжатой зоны; 

b, h – ширина и высота поперечного сечения соответственно; 

𝐴𝑠; 𝐴𝑠
,
 – площадь сжатой и растянутой (наименее сжатой) арматуры соответственно; 

𝐸𝑠; 𝐸0 – модуль упругости стали и начальный модуль упругости бетона 

соответственно; 

𝜀𝑏̂- деформации сжатого бетона, соответствующие нормативному сопротивлению по 

сжатию бетона. 

Применительно ко всему каркасу здания процесс деформирования может 

сопровождаться частичной разгрузкой рассматриваемого сжатого стержня вследствие 

перераспределения усилий конструкциями перекрытий и покрытия на другие вертикальные 

несущие конструкции. Для учета данного эффекта следует рассматривать не отдельный 

стержень, а всю несущую систему с учетом податливости узловых сопряжений, а также 

возможности образования по длине конструктивных элементов в процессе их догружения 

участков, обладающих повышенной деформативностью вследствие трещинообразования. 

Такое дискретное изменение жесткости может быть смоделировано путем введения в 

систему элементов нулевой длины с жесткостями Ci,, Cj и приложением высвободившихся 

усилий с обратным знаком [23] (рисунок 1, в). 
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Результаты и их анализ 

Для иллюстрации представленной в работе методики построения деформационных 

критериев особого предельного состояния внецентренно сжатых железобетонных элементов 

рассмотрим раскос железобетонной фермы, изображенный на рисунке 3, и выполним оценку 

его несущей способности при граничном значении соотношения изгибающего момента и 

продольного усилия с использованием программного комплекса Lira-CAD. Выполним расчет 

стержня, представленного на рисунке 3, на действие комбинации усилий при 

кратковременном нагружении: N1, M1 при M1/N1 = 5 мми N2, M2 при M2/N2 = 58 мм– случай 

малых и больших эксцентриситетов соответственно, и установим характер изменения 

критической силы и прогибов в процессе деформирования. При этом будем учитывать 

требование п. В.9 [24], согласно которому запас по устойчивости формы должен быть не 

менее двукратного. 

      а) 

 
 

б)      в) 

 
 

Рисунок 3 – К определению деформационных критериев: раскосная железобетонная ферма (а), 

 поперечное сечение рассматриваемого стержневого элемента (б) и его расчетная схема (в) 

 

Анализ графиков, представленных на рисунках 4 и 5 показывает, что для 

внецентренно сжатых железобетонных элементов с малыми эксцентриситетами 

относительный предельный прогиб [f/l] при достижении критического состояния 

(коэффициент запаса по устойчивости формы менее 2) оказался меньше, чем предельный 

прогиб из условия прочности нормальных сечений, полученный на основе расчета по 

нелинейной деформационной модели. Учитывая тот факт, что при проверке критериев 

особого предельного состояния максимально учитываются все возможные резервы несущей 

способности, которые при расчете на эксплуатационные сочетания нагрузок идут в запас 

прочности, а также отсутствии исчерпывающих данных о параметрах особых воздействий и 

режимах деформирования элементов конструктивных систем при таких воздействиях, 

целесообразно при проектировании защиты от прогрессирующего обрушения использовать 

наименьшее из значений полученных предельных усилий и деформаций. Для стержневого 

элемента, подверженного действию продольной силы, приложенной с большими 

эксцентриситетами (преобладание изгиба), предельные параметры усилий и деформаций 

определялись критериями прочности сечений (рисунок 5). 
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Результаты выполненного расчетного анализа представлены в виде деформированных 

состояний, форм потери устойчивости и графиков N – f/l на рисунках 4 и 5. 

С использованием представленного в работе подхода могут быть получены граничные 

значения соотношений M/N и гибкостей стержней, определяющие механизм сопротивления 

разрушению при внецентренном сжатии, а также деформационные критерии (прогибы, углы 

поворота, кривизны) особого предельного состояния таких элементов.  

При этом варианты граничных условий могут быть обобщены путем задания 

конечных значений упругоподатливых опор от горизонтального смещения и поворота на 

обоих концах стержня. 
 

    а)     б)      в) 

 
 

Рисунок 4 - Деформированное состояние стержня (а), форма потери устойчивости при запасе по 

устойчивости (б), график N – f (в) для случая малых эксцентриситетов: 1 – деформационный расчет;  

2 – критические силы; 3 – критические силы с учетом требования норм к не менее, чем двукратному 

запасу по устойчивости формы 

 

 
 

Рисунок 5 - Деформированное состояние стержня (а), форма потери устойчивости (б), график N – f (в) 

для случая больших эксцентриситетов: 1 – деформационный расчет; 2 – критические силы 
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Выводы 

В работе получены аналитические зависимости для определения жесткостей 

приведенных сечений железобетонных стержневых элементов, сжатых с малыми 

эксцентриситетами, когда все точки сечения подвержены сжатию. 

Предложен алгоритм построения деформационных критериев особого предельного 

состояния внецентренно сжатых стержневых элементов железобетонных каркасов зданий, 

основанный на использовании комбинации нелинейного деформационного расчета и 

нелинейного расчета на устойчивость формы. 

Показано, что предельные значения деформаций для рассмотренного 

железобетонного элемента могут определяться критериями прочности или устойчивости в 

зависимости от соотношения размеров и структуры сечений элементов конструктивной 

системы, а также соотношения усилий, действующих в сечениях конструктивного элемента. 
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