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Аннотация. Прочностные параметры, определяющие предельную несущую изгибаемого 

железобетонного элемента по наклонному сечению от действия поперечной силы, носят явный 

случайный характер. Для того чтобы построить плотность распределения вероятности пре-

дельной поперечной силы, нужно найти параметры этого распределения. Если предположить, 

что распределение предельной поперечной силы близко к гауссовому закону, то достаточно 

знать математическое ожидание и дисперсию этого распределения плотности вероятности. 

Построены вероятностные характеристики предельной поперечной силы в железобетонном 

изгибаемом элементе. Предельная поперечная сила является нелинейной функцией прочности 

бетона и арматуры, которые рассматриваются как случайные нормально распределенные ве-

личины. Показано, что нелинейная функция предельной поперечной силы может быть линеари-

зована путем разложения в ряд Тейлора в окрестностях математических ожиданий прочности 

бетона на растяжение и предела текучести арматуры с достаточной для практических рас-

четов точностью. Плотность распределения предельной поперечной силы при этом можно 

считать подчиняющейся нормальному закону. 
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PROBABILITY DENSITY OF THE ULTIMATE TRANSVERSE FORCE IN 
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Abstract. Strength parameters that determine the ultimate load-bearing of a bent reinforced 

concrete element along an oblique section from the action of a transverse force are clearly random. In 

order to construct the probability density distribution of the ultimate transverse force, it is necessary to 

find the parameters of this distribution. If we assume that the distribution of the ultimate transverse 

force is close to the Gaussian law, then it suffices to know the mathematical expectation and variance of 

this probability density distribution. The probabilistic characteristics of the ultimate transverse force in 

a reinforced concrete bending element are constructed. The ultimate transverse force is a nonlinear 

function of the strength of concrete and reinforcement, which are considered as random, normally dis-

tributed quantities. It is shown that the nonlinear function of the ultimate transverse force can be linear-

ized by expanding in a Taylor series near the mathematical expectations of the tensile strength of con-

crete and the yield strength of the reinforcement with sufficient accuracy for practical calculations. The 

distribution density of the ultimate transverse force in this case can be considered obeying the normal 

law. 
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Введение 

Для обеспечения надёжной и безопасной работы железобетонных конструкций необ-

ходимо знать распределения параметров, необходимые для оценки несущей способности. В 

ряде работ представлены подходы для определения надёжности и риска [1-4]. 

В работе [5] были получены статистические характеристики распределения предель-

ных изгибающих моментов в железобетонной балке со случайными прочностными характе-

ристиками материалов; в данной работе рассмотрены вероятностные характеристики распре-

деления предельной поперечной силы. 

Прочностные параметры, определяющие предельную несущую изгибаемого железо-

бетонного элемента по наклонному сечению от действия поперечной силы, носят явный слу-

чайный характер. Для того чтобы построить плотность распределения вероятности предель-

ной поперечной силы, нужно найти параметры этого распределения. Если предположить, что 

распределение предельной поперечной силы близко к гауссовому закону, то достаточно 

знать математическое ожидание и дисперсию этого распределения плотности вероятности. 

 

Методика  

Из условия равновесия железобетонного изгибаемого элемента в сечении с наклонной 

трещиной, имеющей проекцию с наименьшей несущей способностью, получаем несущую 

способность изгибаемого элемента по поперечной силе, обеспечиваемую сопротивлением 

бетона сжатой зоны и сопротивлением хомутов, пересекаемых трещиной, в виде: 
 

                                                           𝑄𝑠𝑤 = 2√
𝜑𝑏𝑏ℎ0

2𝑅̃𝑏𝑡𝜑𝑠𝑤𝑅𝑠𝑤𝐴𝑠𝑤

𝑠𝑤
,                                                  (1) 

 

где 𝜑𝑏 =  1,5 , 𝜑𝑠𝑤= 0,75 - коэффициенты, если походить строго, являющиеся случайными 

величинами, чем в дальнейших выкладках мы пренебрежём, чтобы упростить расчётный ап-

парат, и будем считать их детерминированными величинами; остальные обозначения в (1) и 

далее соответствуют [6]. 

Несущая способность железобетонного изгибаемого элемента является функцией двух 

случайных нормально распределённых аргументов: прочности бетона на растяжения 𝑅̃𝑏𝑡 с 

математическим ожиданием < 𝑅𝑏𝑡 > и дисперсией 𝐷𝑅𝑏𝑡
 и прочности арматуры хомутов 

𝑅̃𝑠𝑤 = 𝛾𝑠1𝜎̃т с математическим ожиданием предела текучести арматуры < 𝜎т > и его диспер-

сией 𝐷𝜎т
. 

Перепишем выражение (1) следующим образом:  
 

                                          𝑄𝑠𝑤(𝑅̃𝑏𝑡, 𝜎̃т) = 2√
𝜑𝑏𝑏ℎ0

2𝑅̃𝑏𝑡𝛾𝑠1𝜎̃т𝜑𝑠𝑤𝐴𝑠𝑤

𝑠𝑤
,                                               (2) 

 

Как видно из выражения (2) зависимость несущей способности железобетонного эле-

мента по наклонному сечению от прочностей бетона и арматуры носит нелинейный харак-

тер. Для того чтобы найти вероятностные характеристики нелинейной функции двух случай-

ных переменных 𝑓(𝑥, 𝑦), воспользуемся линеаризацией этой функции путём разложения её в 

ряд Тейлора [7] в окрестности некоторой точки 𝑥0, 𝑦0, тогда в операторной форме без учета 

остаточного члена разложение запишется в виде [8]: 
 

                                                                     𝑓(𝑥, 𝑦) ≈ ∑
𝑇{𝑘}𝑓( 𝑥0, 𝑦0)

𝑘!

𝑛

𝑘=0

,                                                 (3) 

 

где 𝑇 – дифференциальный оператор вида 
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                                                                𝑇 = (𝑥 − 𝑥0)
𝜕

𝜕𝑥
+ (𝑦 − 𝑦0)

𝜕

𝜕𝑦
.                                                   (4)  

 

В нашем случае будем линеаризовать функцию предельной поперечной силы 

𝑄𝑠𝑤(𝑅̃𝑏𝑡, 𝜎̃т) в окрестностях математических ожиданий прочностей бетона и арматуры, со-

храняя в разложении (3) члены не выше второго порядка: 
 

𝑄𝑠𝑤 ≈  𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >) + 

+
𝜕𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝑅𝑏𝑡
(𝑅𝑏𝑡−< 𝑅𝑏𝑡 >) +

𝜕𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝜎𝑇
(𝜎т−< 𝜎т >) + 

    +
1

2
[
𝜕2𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝑅𝑏𝑡
2 (𝑅𝑏𝑡−< 𝑅𝑏𝑡 >)2 +

𝜕2𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝜎т
2

(𝜎т−< 𝜎т >)2] + 

                                     +
𝜕2𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝑅𝑏𝑡𝜕𝜎т
(𝑅𝑏𝑡−< 𝑅𝑏𝑡 >) (𝜎т−< 𝜎т >).                               (5) 

 

Применив способы определения числовых характеристик линейных функций [9], для 

математического ожидания предельной поперечной силы будем иметь: 
 

< 𝑄𝑠𝑤 >≈  𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >) + 

           +
1

2
[
𝜕2𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝑅𝑏𝑡
2 𝐷𝑅𝑏𝑡

+
𝜕2𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝜎т
2

𝐷𝜎т
] +              

                                                            +
𝜕2𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝑅𝑏𝑡𝜕𝜎т
𝐾𝑅𝑏𝜎т

 .                                                   (6) 

 

Здесь 𝐾𝑅𝑏𝜎т
 – корреляционный момент случайных величин 𝑅̃𝑏𝑡 и 𝑅̃𝑠𝑤; т.к. прочность бетона и 

прочность арматуры являются не только некоррелированными случайными величинами, но и 

независимыми, то в дальнейшем принимаем 𝐾𝑅𝑏𝜎т
= 0. 

Подставляя в уравнение (6) функцию поперечной силы (2), получаем для математиче-

ского ожидания предельной поперечной силы: 
 

< 𝑄𝑠𝑤 >≈  2√
𝜑𝑏𝑏ℎ0

2 < 𝑅𝑏𝑡 > 𝛾𝑠1 < 𝜎т > 𝜑𝑠𝑤𝐴𝑠𝑤

𝑠𝑤
− 

                          −
1

4
√

𝜑𝑏𝑏ℎ0
2𝜑𝑠𝑤𝐴𝑠𝑤

𝑠𝑤
 (√

𝛾𝑠1 < 𝜎т >

< 𝑅𝑏𝑡 >3
𝐷𝑅𝑏𝑡

+ √
< 𝑅𝑏𝑡 >

𝛾𝑠1 < 𝜎т >3
𝐷𝜎т

).                              (7) 

 

Дисперсия предельной поперечной силы запишется в виде: 
 

𝐷𝑄𝑠𝑤
≈  [

𝜕𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝑅𝑏𝑡
]

2

𝐷𝑅𝑏𝑡
+ [

𝜕𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝜎т
]

2

𝐷𝜎т
+ 

+
1

4
{[

𝜕2𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝑅𝑏𝑡
2 ]

2

[𝜇4(𝑅𝑏𝑡) − 𝐷𝑅𝑏𝑡
] + 

+ [
𝜕2𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝜎т
2

]

2

[𝜇4(𝜎т) − 𝐷𝜎т
]} + [

𝜕2𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝑅𝑏𝑡𝜕𝜎т
]

2

𝐷𝑅𝑏𝑡
𝐷𝜎т

+ 

+
𝜕𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝑅𝑏𝑡
∙

𝜕2𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝑅𝑏𝑡
2 𝜇3(𝑅𝑏𝑡) + 

                                +
𝜕𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝜎т
∙

𝜕2𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝜎т
2 𝜇3(𝜎т),                             (8) 
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где 𝜇3(𝑅𝑏𝑡), 𝜇3(𝜎т) и 𝜇4(𝑅𝑏𝑡), 𝜇4(𝜎т) – третий и четвертый центральные моменты случайных 

величин – прочности бетона на растяжения 𝑅̃𝑏𝑡 и предела текучести арматуры 𝜎̃т. 

Учитывая, что 𝑅̃𝑏𝑡 и 𝜎̃т распределены нормально, то третьи центральные моменты бу-

дут равны нулю: 
 

                                                           𝜇3(𝑅𝑏𝑡) = 𝜇3(𝜎т) = 0,                                                                 (9) 
 

а четвертые центральные моменты будут равны: 
 

                                                        𝜇4(𝑅𝑏𝑡) = 3𝐷𝑅𝑏𝑡
 и  𝜇4(𝜎т) = 3𝐷𝜎т

.                                                    (10) 
 

 

Подставляя выражения (9) и (10) в выражение (8) получаем после несложных упро-

щений дисперсию предельной поперечной силы в следующем виде: 
 

𝐷𝑄𝑠𝑤
≈  [

𝜕𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝑅𝑏𝑡
]

2

𝐷𝑅𝑏𝑡
+ [

𝜕𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝜎т
]

2

𝐷𝜎т
+ 

 +
1

2
{[

𝜕2𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝑅𝑏𝑡
2 ]

2

𝐷𝑅𝑏𝑡

2 + 

               + [
𝜕2𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝜎т
2

]

2

𝐷𝜎т

2} + [
𝜕2𝑄𝑠𝑤(< 𝑅𝑏𝑡 >, < 𝜎т >)

𝜕𝑅𝑏𝑡𝜕𝜎т
]

2

𝐷𝑅𝑏𝑡
𝐷𝜎т

.               (11) 

 

Подставляя в выражение (11) выражение для поперечной силы (2), получаем для дис-

персии предельной поперечной силы следующее выражение: 
 

𝐷𝑄𝑠𝑤
≈  

𝜑𝑏𝑏ℎ0
2𝐴𝑠𝑤𝛾𝑠1𝜑𝑠𝑤

𝑠𝑤
[

< 𝜎т >

< 𝑅𝑏𝑡 >
𝐷𝑅𝑏𝑡

+
< 𝑅𝑏𝑡 >

< 𝜎т >
𝐷𝜎т

+ 

                  + 
1

2
(

< 𝜎т >

< 𝑅𝑏𝑡 >3
𝐷𝑅𝑏𝑡

2 +
< 𝑅𝑏𝑡 >

< 𝜎т >3
𝐷𝜎т

2) +
1

4
∙

1

< 𝑅𝑏𝑡 > < 𝜎т >
𝐷𝑅𝑏𝑡

𝐷𝜎т
].                      (12) 

 

Оценим влияние нелинейных членов в выражениях (7) и (12) на точность вычисления 

математического ожидания и дисперсии предельной поперечной силы. 

Действующие нормативные документы допускают принимать прочность бетона и ар-

матуры, распределёнными по нормальному закону. Тогда, как показано в [10], математиче-

ские ожидания < 𝑅𝑏𝑡 >, <σт>, дисперсии 𝐷R𝑏𝑡
, 𝐷𝜎т ,   коэффициенты вариации ν𝑅𝑏𝑡

, νσт
 проч-

ности бетона на растяжение и предела текучести арматуры можно записать в следующем ви-

де: 
 

< 𝑅𝑏𝑡 > = 𝑅𝑏𝑡,𝑛  
𝛾𝑅𝑏𝑡

𝑝
−  

𝛾𝑅𝑏𝑡

𝑛

𝛾𝑏𝑡
     

𝛾𝑅𝑏𝑡

𝑝
− 𝛾𝑅𝑏𝑡

𝑛 , 𝐷𝑅𝑏𝑡
= (𝑅𝑏𝑡,𝑛

1 −   
1

𝛾𝑏𝑡

𝛾𝑅𝑏𝑡

𝑝
− 𝛾𝑅𝑏𝑡

𝑛 )

2

,          

                         < 𝜎т > =  𝑅𝑠𝑛

𝛾𝜎т

𝑝
−   

𝛾𝜎т
𝑛

𝛾 𝑠
𝛾𝜎т

𝑝
− 𝛾𝜎т

𝑛
,         𝐷𝜎т

=   (𝑅𝑠𝑛

1 −   
1
𝛾𝑠

𝛾𝜎т

𝑝
− 𝛾𝜎т

𝑛
)

2

, 

                        𝜈𝑅𝑏𝑡
=  

1 −   
1

𝛾𝑏𝑡

𝛾𝑅𝑏𝑡

𝑝
−

𝛾𝑅 
𝑛

𝛾𝑏𝑡

,              𝜈𝜎т
=  

1 −
1
𝛾𝑠

𝛾𝜎т

𝑝
−   

𝛾𝜎т 
𝑛

𝛾𝑠

,                                   (11) 

 

где 𝑅𝑏𝑡,𝑛 , 𝑅𝑠,𝑛  – нормативное значение кубиковой прочности бетона и нормативное сопро-

тивление арматуры; 
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         𝛾𝑅𝑏𝑡

𝑛 , 𝛾𝑅𝑏𝑡

𝑝
, 𝛾𝜎т

𝑛 , 𝛾𝜎т

𝑝
, – число средних квадратических отклонений кубиковой прочности 

бетона и предела текучести арматуры, позволяющих достичь требуемых обеспеченностей 

нормативных и расчетных значений прочностей. Для нормального распределения вероятно-

стей для нормативных значений прочностных характеристик    𝛾𝑅𝑏𝑡

𝑛 =  𝛾𝜎т
𝑛  = 1,645, а для рас-

четных значений 𝛾𝑅𝑏𝑡

𝑝
= 𝛾𝜎т

𝑝
= 3; 

𝛾𝑏𝑡, 𝛾𝑠 - коэффициенты надёжности по бетону и арматуре, они принимаются в соответ-

ствии с действующими нормативными документами [5]. 

Для примера рассмотрим железобетонную балку размером 𝑏 = 0,2 м, ℎ0 = 0,365 м,
𝐴𝑠𝑤 = 0,566 ∙ 10−4м2, 𝑠𝑤 = 0,15 м, 𝑎1 = 1,5; бетон В20 с 𝑅𝑏𝑡,𝑛 = 1,35 МПа, 𝛾𝑏𝑡 = 1,3, <

𝑅𝑏𝑡 >= 1,76 МПа,  𝐷𝑅𝑏𝑡
= 0,058 МПа2; арматура А300 с   𝑅𝑠𝑛 = 300 МПа, 𝛾𝑠1 = 0,8, 𝛾𝑠 = 1,1, 

< 𝜎т >= 341,9 МПа, 𝐷𝜎т
= 403 МПа2. Тогда для линейного члена математического ожидания 

предельной поперечной силы имеем < 𝑄𝑠𝑤 > = 128 кН,  нелинейные члены равны 0,419 кН, 

что составляет 0,33%. Для дисперсии предельной поперечной силы имеем: только линейные 

члены равны 𝐷𝑄𝑠𝑤
= 133 кН2, нелинейные члены равны 1,15 кН2, что составляет 0,86%. 

Таким образом, для практических целей нелинейными членами разложения можно 

пренебречь и оставить только линейные члены ряда Тейлора, тогда математическое ожида-

ние предельной поперечной силы приобретает вид: 
 

                                < 𝑄𝑠𝑤 >= 2√
𝜑𝑏𝑏ℎ0

2 < 𝑅𝑏𝑡 > 𝛾𝑠1 < 𝜎т > 𝜑𝑠𝑤𝐴𝑠𝑤

𝑠𝑤
,                                       (12) 

 

а дисперсия предельной поперечной силы будет иметь вид: 
 

                          𝐷𝑄𝑠𝑤
=  

𝜑𝑏𝑏ℎ0
2𝛾𝑠1𝜑𝑠𝑤𝐴𝑠𝑤

𝑠𝑤
(

< 𝜎т >

< 𝑅𝑏𝑡 >
𝐷𝑅𝑏𝑡

+
< 𝑅𝑏𝑡 >

< 𝜎т >
𝐷𝜎т

).                                 (13) 

 

Учитывая, что для любой линейной функции случайных аргументов, имеющих нор-

мальные распределения, на выходе получается случайная величина, распределённая тоже 

нормально, то после линеаризации плотность распределения предельной поперечной силы в 

изгибаемом элементе можно принять гауссовой и записать в виде: 
 

                                     𝑝𝑄𝑠𝑤
=  

1

√2𝜋𝐷𝑄𝑠𝑤

𝑒𝑥𝑝 [−
(𝑄𝑠𝑤−< 𝑄𝑠𝑤 >)2

2𝐷𝑄𝑠𝑤

].                                                   (14) 

 

Выводы 

Получены статистические параметры распределения предельной поперечной силы в 

изгибаемом железобетонном элементе, прочности бетона и арматуры которой являются слу-

чайными величинами. Показано, что функцию предельной поперечной силы в изгибаемом 

железобетонном элементе можно линеаризировать без ущерба для точности вероятностных 

расчетов. 
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