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Аннотация. В представленной статье предлагается математическая модель 

осесимметричного поперечного изгиба кольцевой пластины средней толщины, нагружение 

которой предполагается по верхней поверхности поперечной равномерной распределённой 

нагрузкой. Рассматривается ортотропная пластина, выполненная из материала, механические 

характеристики которого нелинейно зависят от вида напряженного состояния. В качестве 

определяющих соотношений приняты наиболее универсальные, построенные в нормированном 

тензорном пространстве напряжений, связанном с главными осями анизотропии материала. 

Величины нагрузок принимались с таким расчетом, чтобы прогибы срединной поверхности 

пластины могли считаться малыми по сравнению с ее толщиной. Закрепления пластин 

представлены в двух вариантах: 1) жёсткое закрепление по внешнему и внутреннему контурам; 

2) шарнирное опирание по внешнему и внутреннему контурам. Ввиду того, что многие 

ортотропные разносопротивляющиеся материалы проявляют нелинейную зависимость 

деформаций от напряжений, материальные параметры приняты в виде функций от 

интенсивности напряжений. В результате постановки краевой задачи была разработана 

математическая модель для рассматриваемого класса задач, реализованная в виде численного 

алгоритма интепритированного в пакет прикладных программ среды MatLAB. Для решения 

системы разрешающих дифференциальных уравнений изгиба пластин использовался метод 

переменных параметров упругости с конечно-разностной аппроксимацией второго порядка 

точности. 

 

Ключевые слова. Поперечный изгиб, осесимметричное деформирование, кольцевая пла-

стина, ортотропный материал, нелинейная разносопротивляемость, малые прогибы. 
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Abstract. This article proposes a mathematical model of axisymmetric transverse bending of an 

annular plate of average thickness, the loading of which is assumed to be on the upper surface of a uniformly 

distributed transverse load. An orthotropic plate made of a material whose mechanical characteristics 

nonlinearly depend on the type of stress state is considered. The most universal, constructed in the normalized 

tensor space of stresses associated with the main axes of anisotropy of the material are taken as the defining 

relations. The loads were taken in such a way that the deflections of the middle surface of the plate could be 

considered small compared to its thickness. Plate fasteners are available in two versions: 1) rigid fastening 

along the outer and inner contours; 2) hinge bearing on the outer and inner contours. Due to the fact that 

many orthotropic dissimilar materials exhibit a nonlinear stress-strain relationship, the material parameters 

are taken as functions of the stress intensity. As a result of the formulation of the boundary value problem, a 

mathematical model was developed for the class of problems in question, implemented as a numerical 

algorithm integrated into the application package of the MatLAB environment. To solve the system of resolving 

differential equations of plate bending, we used the method of variable elasticity parameters with a finite-

difference approximation of the second order of accuracy. 
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Введение 

В настоящее время всё чаще проектируются и возводятся здания, изготавливаются 

детали машин и аппаратов, аналогов которым до недавнего времени не было. Данные 

объекты требуют деформационно-прочностного расчёта повышенной точности, так как 

малейшая погрешность на начальном этапе проектирования может привести к серьёзным 

авариям. 

С течением времени создаются всё более технологичные материалы, для которых 

теории расчёта традиционных (классических) материалов не приемлемы. Именно поэтому 

разработка новых и модернизация старых моделей является актуальной задачей 

современного строительства и машиностроения. 

Очевидно, что исследователям необходимо не только разработать математическую 

модель, но и экспериментально её проверить, а также сравнить с другими моделями для 

аналогичных конструкций. При более глубоком изучении материалов можно будет 

рассчитывать узлы и элементы конструкций с минимальными погрешностями. Это позволит 

разрабатывать конструкции без перерасхода материала. 

В представленной работе рассматривается осесимметричное деформирование 

кольцевой пластинки средней толщины. Материал пластины принят ортотропным. 

Нелинейные свойства материала проявляются уже на ранних стадиях деформирования и 

сильно влияют на последующее распределение напряжений. Надежно описать 

деформирование такой пластины обычными линейными функциями не представляется 

возможным.  

Разработкой теории расчёта пластин из анизотропных разносопротивляющихся 

материалов занимались многие учёные, такие как С.А. Амбарцумян, R.M. Jones, C.W. Bert, 

А.В. Березин, А.А. Золочевский, Н.М. Матченко, А.А. Трещёв и другие [1-34]. 

С.А. Амбарцумян в своих работах [1 - 3] предлагал простейшие варианты 

определяющих соотношений в виде уравнений состояния. При этом в рамках теории малых 

упругих деформаций устанавливались кусочно-линейные зависимости между главными 

напряжениями и деформациями, а вопрос о соотношениях между касательными напряжени-

ями и сдвигами не обсуждался. В модели С.А. Амбарцумяна [1 - 3] поле главных напряже-

ний разделено на области первого и второго родов [3- 5]. Данная модель по форме аналогич-

на классическому обобщенному закону Гука ортотропного материала, но модули упругости 

и коэффициенты поперечной деформации в направлениях главных осей определяются 

отдельно из опытов по осевому растяжению (Еk
+
, km


) и сжатию (Еk

–
, km

–
). Прямое 

применение предложенных соотношений возможно только в тех случаях, когда заранее 

известно распределение главных напряжений по их знакам в разных точках тела, а также при 

соблюдении модельных ограничений на константы, вытекающие из условия симметрии 

тензора податливостей. 

Модель Р.М. Джонса (R.M. Jones) [6 - 9] основана на построении матрицы 

взвешенных податливостей, симметрия которой в областях с различными знаками главных 

напряжений достигается благодаря введению во внедиагональные компоненты весовых ко-

эффициентов. Весовые коэффициенты представляют собой попарные соотношения модулей 

главных напряжений ( )/( 2111  k , )/( 2122  k . 

Простейшая модель уравнений состояния для анизотропных разномодульных тел 

предложена К.В. Бертом (C.W. Bert) [10 - 13]. Эта модель применима к волокнистым 

материалам, когда считается, что компоненты матрицы податливостей зависят от знака 

нормальных напряжений, возникающих по направлению волокон, то есть при растяжении 

вдоль волокон используется одна симметричная матрица податливостей, при сжатии – 

другая. Строгость данной модели нарушается при равенстве нулю нормальных напряжений 

вдоль волокон. 
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Более сложная, но не менее противоречивая модель предложена А.А. Золочевским [14 

- 21], который ввел эквивалентное напряжение, второй степенью которого определяется по-

тенциал деформаций. Константы потенциала "спрятаны" в выражениях, составляющих экви-

валентного напряжения. Эквивалентное напряжение определено суммой линейного и квад-

ратичного совместных инвариантов напряжений. Из-за наличия иррациональности в уравне-

ниях связи напряжений и деформаций не удается выделить матрицу податливостей в общем 

виде. Полученные нелинейные соотношения достаточно сложны и содержат большое коли-

чество констант, подлежащих экспериментальному определению. В частности, для орто-

тропного материала в квазилинейном приближении необходимо определить тридцать две 

константы, а из простейших эталонных экспериментов (одноосные растяжения и сжатия в 

направлении главных осей ортотропии и под углом 45° к ним) можно установить только 18. 

 

Методы 

Очевидно, что даже детальный анализ наиболее известных моделей определяющих 

соотношений анизотропных разносопротивляющихся материалов свидетельствует о том, что 

эти модели несвободны от серьезных недостатков и базируются на отдельных гипотезах, 

зачастую необоснованных экспериментальными фактами. В частности Е.В. Ломакин в 

работах [22, 23] формулирует потенциал деформаций для анизотропных материалов в виде 

энергетической функции от отношения среднего напряжения к интенсивности напряжений 

/ i    (где 3/ijij    – средние напряжения, 1,5i ij ijS S   – интенсивность 

напряжений; 
ij ij ijS      – компоненты девиатора напряжений; 

ij  – символ Кронеккера), 

умноженной на свертку тензора податливостей четвертого ранга с тензорами напряжений 

второго ранга в главных осях анизотропии материала. Серьезный недостаток введенных 

соотношений заключается в разрывности функционального параметра  , приводящего к 

неопределенностям бесконечного характера, на что неоднократно указывалось в работах [24 

- 26]. 

В работах Матченко Н.М. и Трещева А.А. [25 -  27] строятся потенциалы деформаций 

для анизотропных разносопротивляющихся материалов, допускающих квазилинейную 

аппроксимацию, в девятимерном векторном нормированном пространстве напряжений. В 

этих работах получены уравнения состояния двух уровней точности. Несмотря на 

рациональность данного подхода, полученные соотношения также не свободны от 

существенных недостатков, каковыми для уравнений первого уровня точности являются 

сложные функциональные зависимости между некоррелируемыми константами материалов, 

а для уравнений второго уровня – чрезмерно большое количество подлежащих 

экспериментальному определению констант, для чего требуется привлечение опытов по 

сложным напряженным состояниям. 

В последующих работах [28 -  30] Трещевым А.А. проведена корректирующая 

формулировка уравнений состояния для разного класса анизотропных материалов, как в ква-

зилинейной, так и в нелинейной постановках. В нелинейной модели [31] используются урав-

нения состояния, представленные по типу обобщённого закона Гука для анизотропных 

материалов по типу: 

   ;, pqstikmpqkm He       ;pqkmkmpq HH      ,...3,2,1,,,,,, tspqmk  
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В частности, для ортотропного материала эти зависимости представлены следующим 

образом: 

         ;333311113311332222111122112211111111111111   BABABAe  

         ;333322223322332222222222221122111122112222   BABABAe  

         ;333333333333223322223322331133111133113333   BABABAe  

 2  12 1212 12ie C    ;        2  23 2323 23ie C    ;        2   ,13131313   iCe  (1) 

где ;/ Sa ijij   – нормированные напряжения в главных осях анизотропии материала; 

   
0.5

2 2 2 2 2 2

11 22 33 12 23 312ij ijS                 – модуль полного напряжения (норма про-

странства напряжений); ,,, ijkmijkmijkm CBA  – нелинейные функции, определяющие механические 

свойства материала. 

Для ортотропных тел число независимых материальных функций достигает пятнадца-

ти [31, 32]. Представление указанных функций, определяющих свойства материала, осу-

ществляется путем аппроксимации экспериментальных диаграмм деформирования при 

одноосном растяжении и сжатии вдоль главных осей анизотропии и диаграмм, полученных 

на сдвиг в трех главных плоскостях ортотропии путём их обработки в программе Microcal 

Origin Pro 8.0 (Microcal Software Inc.). В таком случае для конструкционного ортотропного 

нелинейно разносопротивляющегося композитного материала AVCO Mod 3a [34] представ-

ляются следующим образом: 

 

       ;/1/15.0 ikikikkkk EEA             ;/1/15.0 ikikikkkk EEB     

  
 
 

 
 

;5.0 

















im

ikm

im

ikm

ikkmm
EE

A







     

 
 

 
 

;5.0 

















im

ikm

im

ikm

ikkmm
EE

B







  (2) 

    ;/1 ikmikmkm GC        ;2

ikikkik nmaE     

   ;2

ikmikmkmikm         .2
ikmikmkmikm qpgG   

где kmkmkmkmkmkmkkk qpgnma    ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,   ,    – константы нелинейных материальных 

функций, определяемые путем обработки экспериментальных диаграмм деформирования 

методом наименьших квадратов и представленные в таблице 1. 

Данная модель нелинейного ортотропного разносопротивляющегося материала [31, 34] 

в настоящее время наименее противоречива, даёт результаты максимально близкие к экспе-

риментальным данным и поэтому здесь положена в основу построения методики расчета 

пластин. 

Рассмотрим НДС кольцевой пластины при нагружении поперечной равномерно 

распределённой нагрузкой интенсивности "q" (МПа). Материал пластины принимаем с 

нелинейными характеристиками, обладающей цилиндрической ортотропией и свойствами 

разносопротивляемости. При этом остановимся на двух вариантах опирания объекта 

исследования:  

а) пластина с жёстко защемлёнными контурами в соответствии с рисунком 1а;  

б) пластина шарнирно опёрта по контурам в соответствии с рисунком 1б. 
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Рисунок 1 – Расчётная схема кольцевой пластины с двумя видами опирания:  

а) с жёстко защемлёнными контурами; б) с шарнирно опёртыми контурами 

 

 

Таблица 1 - Константы композитного материала AVCO Mod 3a [34] 
 

Вид испытания 

опытного образца 

Технический пара-

метр 

Первый элемент не-

линейной функции 

Второй элемент не-

линейной функции 

Третий элемент не-

линейной функции 

1 2 3 4 5 

О
д

н
о

о
сн

о
е 

р
ас

тя
ж

ен
и

е 
в
д

о
л

ь
 г

л
ав

н
ы

х
 о

се
й

 о
р

то
тр

о
п

и
и

 

 ikE 
, Па 



1  


1m  

1n  

1.058⋅10
-10

 62.829 1.535⋅10
–6

 



2  


2m  


2n  

2.864⋅10
-10

 –105.476 5.893⋅10
–7

 



3  


3m  


3n  

2.301⋅10
-10

 88.349 3.711⋅10
–6

 

 ikm  
 



12  


12  


12  

0.158 –3.106⋅10
–9

 2.192⋅10
–17

 


21  


21  



21  

0.103 –1.79⋅10
–9

 9.106⋅10
–18

 



13  


13  
13  

0.203 2.15⋅10
–9

 6.148⋅10
–17

 



23  


23  


23  

0.104 0.87⋅10
–10

 6.741⋅10
–17

 



31  


31  


31  

0.146 –0.146⋅10
–10

 6.971⋅10
–17
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Продолжение таблицы 1 
 

Вид испытания 

опытного образца 

Технический 

параметр 

Первый элемент 

нелинейной 

функции 

Второй элемент 

нелинейной 

функции 

Третий элемент 

нелинейной 

функции 

1 2 3 4 5 

О
д

н
о

о
сн

о
е 

сж
ат

и
е 

в
д

о
л
ь
 г

л
а
в
н

ы
х

 о
се

й
 о

р
то

тр
о

п
и

и
  ikE 

, Па 



1  


1m  

1n  

9.988⋅10
9
 –12.943 6.71⋅10

–7
 



2  


2m  


2n  

2.326⋅10
10

 –436.81 –6.077⋅10
–7

 



3  


3m  


3n  

5.14⋅10
9
 –129.15 –78.31⋅10

–6
 

 ikm  
 



12  


12  


12  

0.118 –1.457⋅10
–9

 2.136⋅10
–17

 



21  


21  


21  

0.06 1.77⋅10
–9

 2.947⋅10
–17

 



13  


13  


13  

0.264 –1.118⋅10
–9

 3.01⋅10
–17

 



23  


23  


23  

0.189 2.156⋅10
–9

 2.104⋅10
–17

 



31  


31  


31  

0.134 –0.457⋅10
–10

 5.819⋅10
–17

 

С
д

в
и

г 
в
 г

л
ав

н
ы

х
 п

л
о

ск
о

ст
я
х

 

о
р

то
тр

о
п

и
и

 

 ikmG  , Па 

 

12g  12p  12q  

4.07⋅10
9
 –1,6 –8.38⋅10

-6
 

23g  23p  23q  

1.723⋅10
9
 16.899 –1.1⋅10

–5
 

31g  31p  31q  

2.43⋅10
9
 –54.455 –1.97⋅10

–5
 

 

 

Ввиду осевой симметрии рассматриваются задачи с учетом цилиндрической системы 

координат (r, θ, z). При этом считаются справедливыми традиционные для данного случая 

модельные допущения [34] в следующей форме: 1) нормаль к срединной плоскости после 

деформации поворачивается на угол   относительно окружной координатной оси θ; 2) при 

определении параметров напряженного состояния влиянием нормальных напряжений z  

ввиду их малости пренебрегаем. 
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Опираясь на вышеописанные допущения, для деформаций в точках пластины имеем:  

 rrr zue ,,  ; rzrue //   ;   rrz w,  (3)  

где u – радиальные перемещения в срединной поверхности;   – угол поворота сечения пла-

стины относительно оси θ; w  – прогиб срединной поверхности пластины. 

Принимая во внимание принятые гипотезы уравнения (1) преобразуем к виду: 

             ;1122112211111111    riirriir BABAe   

                iirrii BABAe 2222222211221122  (4) 

           ;2233223311331133    iirriiz BABAe   

   ;1313 rzirz Ce    

где ;/ Srr      ;/ S      ;/ Srzrz      ;222

rzrS     

.3 222

rzrri     

Для удобства дальнейшего изложения введем следующие обозначения: 

     ;111111111111 rii BAC              ;112211221122   rii BAC  

     ;113311331133 rii BAC             ;222222222222   ii BAC  (5) 

     ;223322332233   ii BAC        ;13131313 iCC    

Выразив напряжения через деформации с учетом упрощающих уравнений (3) – (5), 

после несложных математических манипуляций приходим к следующим зависимостям: 

    ;//1122,,1111 rzruzu rrr      

    ;//2222,,1122 rzruzu rr     (6) 

 
 

;
1313

1,






w
rz


  

где  

  ;/ 2

11222222111122221111 CCCC      ;/ 2

11222222111111221122 CCCC   (7) 

  ;/ 2

11222222111111112222 CCCC     ;13131313 C  

Здесь в явной форме не включены деформации ze , но они легко вычисляются из тре-

тьего уравнения системы (4). 

Принимая за основу новые физические уравнения, мы тем самым не вносим измене-

ний в зависимости статико-геометрической природы, а поэтому статические условия для 

кольцевых пластин в цилиндрической системе координат представим в традиционной форме 

[34]: 

   ;0/,  rNNN rrr     ;/, qrQQ rrr       ;0/,  rrrr QrMMM   (8) 

где  MMNN rr    ,   ,Q   ,   , r  – усилия и моменты в сечениях пластины. 
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Усилия и моменты определяются интегрированием выражений для напряжений (6) по 

толщине пластины: 

 ;

2/

2/






h

h

rr dzN     ;

2/

2/






h

h

dzN      ;

2/

2/






h

h

rzr dzQ   

 ;

2/

2/






h

h

rr zdzM     ;

2/

2/






h

h

zdzM    (9) 

Из совместного рассмотрения зависимостей (6) – (9) вытекают разрешающие 

уравнения осесимметричного изгиба пластин средней толщины, обладающих цилиндриче-

ской ортотропией и нелинейной зависимостью механических характеристик материала от 

вида напряженного состояния: 

 
;0/)///

/(//

2222,12,1212

12,11,11,,12,,12,,11,,11





rrKruDKuDrK

ruDKuDrKruDKuD

rr

rrrrrrrrrrrr








 

     ;/,13,,,13 qrwDwD rrrrr     (10) 

 
 

  .0

/////

,13

2222,12,121212,11,11













r

rrrr

wD

rrRruKRuKrRruKRuK
 

где D11, D12, D22, D13, K11, K12, K22, R11, R12, R22 – интегральные функции по толщине 

пластины, вытекающие после интегрирования по формулам (9); D11,r, D12,r, D33,r, K11,r, K12,r, 

R11,r, R12,r – производные интегральных функций по радиальной координате. 

Для решения полученных уравнений (10) используем конечно-разностный метод с 

аппроксимацией второго порядка точности [35, 36]. 

 

Результаты и обсуждения 

Для решения данного класса задач разработана программа в среде MatLAB. Рассмат-

ривались 2 варианта закрепления пластины: шарнирное и жёсткое защемление по краям. Так 

же, были рассмотрены 3 варианта решения. 

После обработки результатов расчетов, были получены следующие графики и диа-

граммы: 

- прогибы от величины нагрузки; 

- прогибы по координате «r»; 

- распределение напряжений по координатам; 

- распределение напряжений в пластинке в различных сечениях; 

- распределение моментов в пластине. 

Основные результаты приведены на графиках для сечения кольцевой пластины "R-a". 

На рисунках 2 - 4 приведены результаты расчёта пластины с жестким защемлением, а на ри-

сунках 5 и 7 – с шарнирным опиранием. 

В ходе реализации модели деформирования кольцевых пластин под действием 

равномерно распределённых нагрузок получены основные значения параметров, 

характеризующие их напряженно-деформированные состояния. 
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           – рассматриваемая модель [28, 29, 30]; 

           – решения без учёта свойств разносопротивляемости с учетом жесткости материала только  

             при осевом растяжении; 

          – решения без учёта свойств разносопротивляемости с учетом жесткости материала  

             только при осевом сжатии. 
 

Рисунок 2 – Результаты расчета пластины с жестким защемлением: а) прогибы от велечины нагрузки;  

б) прогибы по координате r; в) распределение моментов Mr ; г) распределение моментов Mθ 

 

 

 

 
 

Рисунок 3 – Распределение напряжений в жестко защемленной платине: а) σr по координатам r и z;  

б) σθ по координатам r и z ; в) σrz по координатам r и z 
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Рисунок 4 – Распределение напряжений по толщине жестко защемленной кольцевой пластины  

в характерных сечениях:  а) σr , Па; б) σrz, Па; в) σθ, Па 

 

 
 

           – рассматриваемая модель [28, 29, 30]; 

           – решения без учёта свойств разносопротивляемости с учетом жесткости материала только  

             при осевом растяжении; 

          – решения без учёта свойств разносопротивляемости с учетом жесткости материала  

             только при осевом сжатии. 
 

Рисунок 5 – Результаты расчета пластины с шарнирным опиранием: а) прогибы от велечины нагрузки; 

 б) прогибы по координате r; в) распределение моментов Mr ; г) распределение моментов Mθ 
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Рисунок 6–Распределение напряжений в шарнирно опертой платине: а) σr по координатам r и z;  

б) σθ по координатам r и z ; в) σrz по координатам r и z 

 

 
Рисунок 7 – Распределение напряжений по толщине шарнирно опертой кольцевой пластины  

в характерных сечениях:  а) σr , Па; б) σrz, Па; в) σθ, Па 
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В результате сравнения решений рассмотренных задач по представленной модели 

деформирования с данными традиционной нелинейной теории без учёта свойств 

разносопротивляемости, отмечены следующие особенности, характеризующие отличия па-

раметров НДС: 

1. Жёстко защемлённая пластина: 

a. разница в прогибах составляет 1,3%; 

b. разница в значениях усилий в различных сечениях кольцевой пластины 

колеблется в интервале 1,5-3% для σr; 13-17% для σ13; 5-7% для σθ; 

c. разница в значениях горизонтальных перемещений составляет 6%; 

d. разница в значениях углов поворота составляет 4%; 

e. разница в значениях момента Мr составляет 0,5-1%; а Мθ – 10-15%. 

2. Шарнирно опёртая пластина: 

a. разница в прогибах составляет 1,5-2%; 

b. разница в значениях напряжений в различных сечениях кольцевой пластины 

колеблется в интервале 7-15% для σr; 5-19% для σrz; 10-14% для σθ; 

c. разница в значениях горизонтальных перемещений составляет 2-4%; 

d. разница в значениях углов поворота составляет 15-17%; 

e. разница в значениях момента Мr составляет 15%; а Мθ – 25%. 

Таким образом установлено, что неучёт нелинейной разносопротивляемости 

материалов при рассмотрении параметров деформирования различных конструкций, 

выполненных из подобных материалов, приводит к заметным погрешностям. 

 

 

Выводы 

В результате проделанного исследования была конкретизирована и применена модель 

деформирования разносопротивляющихся ортотропных материалов, которая наиболее точно 

и адекватно описывает большинство известных на сегодняшний день нелинейных 

материалов. В основу рассматриваемой модели были положены обработанные результаты 

экспериментов по деформированию разносопротивляющихся материалов, материальные 

нелинейные функции и константы [34]. 

Для решения задачи деформирования кольцевой пластины из нелинейного 

ортотропного материала по разработанной модели был использован метод переменных 

параметров упругости с конечно-разностной аппроксимацией второго порядка точности. Был 

разработан алгоритм решения задач «по расчёту осесимметричного деформирования 

кольцевых пластинок средней толщины из нелинейных ортотропных 

разносопротивляющихся материалов при малых прогибах». Практическое применение 

алгоритма и оценка итерационных методов решения реализовывалось с помощью пакета 

прикладных программ «MatLAB». 

В результате проделанной работы был решён ряд тестовых задач по теме 

деформирования пластин средней толщины из нелинейных ортотропных материалов, 

определены параметры состояния пластин на различных этапах загружения поперечной 

равномерно-распределённой нагрузкой, рассмотрены два варианта закрепления кольцевых 

пластин, приведены результаты сравнения трёх вариантов решения данной задачи. 
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