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Аннотация. В статье приводится сопоставление значений приведенной геометриче-

ской жесткости эллиптических сечений при свободном кручении стержня, полученных с ис-

пользованием точного и приближенного решений. Точное решение представлено в зависимости 

от геометрического аргумента – коэффициента формы, а приближенное решение – в виде ли-

нейной зависимости, которая аппроксимирует известные точные решения с использованием 

геометрического аргумента – отношения конформных радиусов (внутреннего к внешнему). 

Результаты сопоставления показали, что приближенное решение дает погрешность, 

не превышающую одного процента в диапазоне отношений a/b < 6 (a и b – полуоси эллипса). 

Возможность представления искомых решений в виде зависимостей от геометрических аргу-

ментов, позволяет расширить перспективы использования метода интерполяции как по коэф-

фициенту формы, так и по отношению конформных радиусов. 
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Abstract. The article provides a comparison of the values of the reduced geometric rigidity of 

elliptic sections with free torsion of a rod, obtained using exact and approximate solutions. The exact 

solution is presented depending on the geometric argument - the form coefficient, and the approximate 

solution - in the form of a linear relationship, which approximates the known exact solutions using the 

geometric argument - the ratio of conformal radii (internal to external). 

The results of the comparison showed that an approximate solution gives an error not exceed-

ing one percent in the range of ratios a / b <6 (a and b are ellipse semiaxes). The possibility of present-

ing the desired solutions in the form of dependencies on geometric arguments allows us to extend the 

prospects of using the interpolation method both in terms of the shape factor and the ratio of conformal 

radii. 
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Введение 

Конструкции, испытывающие деформации кручения, широко распространены в стро-

ительстве и машиностроении, поэтому разработка и совершенствование методов расчета та-

ких конструкций является одной из актуальных задач строительной механики и теории упру-

гости [1-3]. При решении таких задач в первую очередь определяется геометрическая жест-

кость кручения Ik стержня, а уже с её помощью исследуется его напряженно-

деформированное состояние (НДС) [4-9]. В строительной механике известно лишь одно точ-

ное решение в элементарных функциях при определении геометрической жесткости эллип-
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тических сечений [1]. В случае сечений другого вида используются различные приближен-

ные аналитические и численные методы, которые являются достаточно трудоемкими. 

В последние годы к решению таких задач привлекаются геометрические методы – 

изопериметрический метод (ИЗПМ) 10-16] и метод интерполяции по коэффициенту формы 

(МИКФ) [17]. В основу этих методов положены изопериметрические свойства геометриче-

ской жесткости кручения сечений и интегральных геометрических характеристик – коэффи-

циента формы Кf и отношения конформных радиусов (внутреннего к внешнему 𝑟̇ 𝑟̅⁄ . Как по-

казали проведенные исследования, указанные геометрические характеристики являются ана-

логом геометрической жесткости сечений Ik. Оказалось, что геометрическая жесткость эл-

липтических сечений образует нижнюю границу для всего множества значений односвязных 

сечений с выпуклым внешним контуром.  

Некоторые задачи о взаимосвязи Ik – Кf уже рассмотрены в научной литературе [11, 

17], а к исследованию взаимосвязи Ik – 𝑟̇ 𝑟̅⁄  еще практически не приступали. Известны лишь 

публикации [18-20], в которых использован аргумент 𝑟̇ 𝑟̅⁄  при исследовании задач попереч-

ного изгиба, свободных колебаний и устойчивости упругих пластинок с выпуклым контуром 

и комбинированными граничными условиями (комбинация условий жесткого защемления и 

шарнирного опирания). В связи с этим целью опубликования настоящей статьи является по-

казать специалистам в области строительной механики новые открывающиеся возможности 

применения методов интерполяции к решению задач свободного кручения призматических 

стержней.  

 

Модели и методы 

В теории упругости [2] приводится точное решение для определения геометрической 

жесткости сечения при свободном кручении: 
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где а и b – полуоси эллипса. 

Это выражение можно видоизменить следующим образом: 
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где А – площадь эллипса; Кf – коэффициент формы эллипса [17]. 

 fК a b b a       (3) 

В дальнейшем будем рассматривать приведенную геометрическую жесткость сечения 

при кручении: 

2 1k k fi I A K       (4) 

Коэффициент формы для произвольной односвязной плоской области с выпуклым 

контуром представляется контурным интегралом [17]: 

min ,f

L

К ds h       (5) 

где L – контур области; ds – элемент дуги контура; h – перпендикуляр, опущенный из точки, 

взятой внутри области на касательную к переменной точке контура (рисунок 1). 

Кf является количественной характеристикой формы области. Подробные сведения об 

этой геометрической характеристики, её изопериметрических свойствах и возможностях ис-
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пользования при решении задач технической теории пластинок приведены в монографии 

[17]. 

Здесь приведем лишь одно из этих 

свойств: все множество значений коэффици-

ента формы односвязных плоских областей с 

выпуклым контуром, представленное в коор-

динатах «коэффициент формы – отношение 

максимального радиуса, вписанной окружно-

сти R, к минимальному радиусу описанной 

окружности ρ» ограничено снизу значениями 

Кf для эллипсов (рисунок 2).  

 

 
Рисунок 2 – Графики Кf – R/ρ для различных областей 

 

 
Рисунок 1 – Произвольная односвязная плоская  

область с выпуклым контуром 
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Рисунок 3 – Графики ik – 1/Кf : О – круглое сечение; 6 – шестиугольное сечение; 

 4 – четырехугольное сечение; 3 – сечение в виде правильного треугольника 
 

Если построить график изменения приведенной геометрической жесткости эллипти-

ческих сечений в зависимости от обратной величины коэффициента формы, то согласно 

формуле (2) этот график будет представляться прямой линией, проходящей через начало ко-

ординат под углом 45о (рисунок 3). 

В соответствии с вышеуказанным свойством коэффициента формы, все значения при-

веденной геометрической жесткости для сечений в виде произвольных плоских областей с 

выпуклым контуром будут располагаться выше этой линии.  
 

Результаты исследования и их анализ 

Рассмотрим возможность определения геометрической жесткости эллиптического се-

чения через отношение конформных радиусов.  

Отношение внутреннего к внешнему конформному радиусу для эллипса определяется 

по формуле [14]: 
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где a и b – полуоси эллипса (a ≥ b); 

2
a b

q
a b

 
  

 
.      (7) 

 

Численные значения этого отношения приведены в таблице 1 (колонка 4). Кроме того, 

в этой таблице приведены значения коэффициента формы (колонка 2) и его обратной вели-

чины (колонка 3). 
 

Таблица 1 – Значения коэффициента формы и отношения конформных радиусов  

для эллипса 
 

a/b fK  ik = 
1

fK 
 r r  ik по формуле (8) Δ, % 

1 2 3 4 5 6 

1,0 6,283 0,1592 1 0,1592 0 

1,2 6,388 0,1565 0,9838 0,1565 0 

1,5 6,807 0,1469 0,9245 0,1465 0,27 

2,0 7,854 0,1273 0,8080 0,1269 0,31 

2,5 9,111 0,1098 0,7063 0,1097 0,09 

3,0 10,472 0,0955 0,6241 0,0959 0,42 

4,0 13,352 0,0749 0,5038 0,0756 0,92 

5,0 16,336 0,0612 0,4215 0,0617 0,82 

6,0 19,373 0,0516 0,3621 0,0517 0,19 

8,0 25,525 0,0392 0,2822 0,0382 2,55 

∞ ∞ 0 0 0 0 

 

На рисунке 4 показан общий вид и график функции  r r f a b  для эллипса. 

В колонке 5 таблицы представлены результаты подсчета значений приведенной гео-

метрической жесткости кручения эллиптических сечений по формуле (8), которая получена 

путем аппроксимации известных точных значений этой величины (колонка 3) линейной за-

висимостью с использованием аргумента r r : 

  3168,6 9,337 10ki r r         (8) 
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В колонке 6 указаны отклонения этих результатов от точных значений. Как видно, эти 

отклонения не превосходят одного процента в диапазоне a/b < 6. 
 

 

 

а) 

 

 

 

 

 

б) 

 

 
 

Рисунок 4 – Эллиптическое сечение: а) общий вид, б) график  r r f a b  

 

На рисунке 5 показан график функции ik – r r  для эллиптического сечения,  который 

оказался схожим при использовании коэффициента формы, изображённым на рисунке 3. 

 

Рисунок 5 -  График ik – r r  
 

Исследования, проведенные в работах [18-20], показали, что при использовании от-

ношения конформных радиусов в качестве единственного аргумента в задачах поперечного 

изгиба, свободных колебаний и устойчивости упругих пластинок, точность определения ин-

тегральных физических характеристик в этих задачах (максимальный прогиб от действия 

равномерно распределенной нагрузки, основная частота колебаний в ненагруженном состоя-

нии, критическая сила при всестороннем равномерном сжатии) существенно выше, чем при 

использовании коэффициента формы. Поэтому при дальнейшем изучении предлагаемого ме-

тода применительно к кручению сечений произвольного вида, полученный в этой статье ре-

зультат может оказаться весьма полезным. 
 

Выводы 

a

b

3 5 7 9 11

0,8

0,6

0,4

0,2

1 ∞

a/b

1,0
r /r



Строительство и реконструкция  
 

40 _________________________________________________________ №2 (82) 2019 (март-апрель) 
 

 

 

1 Точное решение задачи об определении приведенной геометрической жесткости 

кручения стержней с эллиптическим сечением представлено в зависимости от интегральной 

геометрической характеристики сечения – коэффициента формы. Получены численные зна-

чения приведенной геометрической жесткости сечений в виде эллипсов с различными отно-

шениями полуосей. Графически зависимость ik – 1/Кf представлена в виде прямой линии, 

проходящей через начало координат под углом 45о.   

2 По этим же значениям приведенной геометрической жесткости эллиптических сече-

ний построена аппроксимирующая функция (8) с использованием геометрического аргумен-

та – отношения конформных радиусов (внутреннего к внешнему). Эта аппроксимирующая 

функция с целью упрощения представлена также линейной зависимостью, которая, однако, 

не проходит через начало координат. Расчеты, проведенные с ее использованием, показали, 

что погрешность получаемых результатов в диапазоне a/b < 6 не превышает одного процен-

та. Для более вытянутых эллипсов погрешность существенно возрастает. 

3 Для выявления общих закономерностей взаимосвязи геометрической жесткости се-

чений с их формой необходимо провести дополнительные исследования охватывая сечения, 

широко используемые в строительстве и машиностроении.  
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