
 Building and reconstruction                   ISSN 2073-7416  

 

№ 4 2026 _________________________________________________________ 47 

 

УДК 624.042.8:624.131                                              DOI: 10.33979/2073-7416-2026-126-4-47-57 

EDN: SHQXSV 

Научная статья  
 

В.Л. МОНДРУС¹, Р.В. ПОПОВ¹ 
 

¹Национальный исследовательский Московский государственный строительный университет (НИУ МГСУ),  

г. Москва, Российская Федерация 

 

 

ВЕРОЯТНОСТНЫЙ РАСЧЕТ ЖЕЛЕЗОБЕТОННОЙ БАЛКИ НА 

СТОХАСТИЧЕСКОМ УПРУГОМ ОСНОВАНИИ С УЧЕТОМ 

ТРЕЩИНООБРАЗОВАНИЯ 

 

Аннотация. В статье рассматривается методика вероятностного расчета 

железобетонной балки конечной длины, свободно лежащей на стохастическом упругом 

основании с двумя коэффициентами постели при действии случайно распределенной 

вибрационной нагрузки. Коэффициенты постели и внешняя нагрузка рассматриваются как 

случайные гауссовские стационарные функции координаты балки с заданными корреляционными 

функциями. Для решения дифференциального уравнения вынужденных колебаний балки 

используется обобщенный метод Бубнова-Галеркина в сочетании с статистическим методом 

Монте-Карло. Учет трещинообразования выполняется по двухэтапной схеме. На первом этапе 

определяется напряженно-деформированное состояние балки без трещин и выявляются сечения, 

в которых выполняется условие трещинообразования. На втором этапе для каждой реализации 

формируется кусочно-переменная функция жесткости, после чего выполняется перерасчет 

прогибов и изгибающих моментов. В результате определяются математические ожидания, 

стандарты, вероятности трещинообразования и вероятности превышения допустимого прогиба 

по длине балки. Численный расчет показал, что в рамках рассматриваемого примера, учет 

трещинообразования слабо влияет на вероятностные характеристики прогибов, однако 

существенно изменяет математические ожидания и стандарты изгибающих моментов 

вследствие перераспределения внутренних усилий. 
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PROBABILISTIC ANALYSIS OF A REINFORCED CONCRETE BEAM ON 

A STOCHASTIC ELASTIC FOUNDATION WITH CONSIDERATION OF 

CRACKING 
 

Abstract. The article considers a methodology for the probabilistic analysis of a finite-length 

reinforced concrete beam freely resting on a stochastic elastic foundation with two bed coefficients under 

the action of a randomly distributed vibration load. The bed coefficients and the external load are treated 

as random Gaussian stationary functions of the beam coordinate with prescribed correlation functions. 

To solve the differential equation of the beam’s forced vibrations, the generalized Bubnov-Galerkin 

method is used in combination with the statistical Monte Carlo method. Cracking is taken into account 

using a two-stage scheme. At the first stage, the stress-strain state of the uncracked beam is determined, 

and the sections in which the cracking condition is satisfied are identified. At the second stage, a 

piecewise-variable stiffness function is formed for each realization, after which the deflections and 

bending moments are recalculated. As a result, the mathematical means, standard deviations, cracking 

probabilities, and probabilities of exceeding the allowable deflection along the beam length are 

determined. The numerical analysis showed that, within the considered example, accounting for cracking 

has only a minor effect on the probabilistic characteristics of deflections; however, it substantially 

changes the mathematical means and standard deviations of bending moments due to the redistribution of 

internal forces. 
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Введение 

Железобетонные балки, взаимодействующие с упругим основанием, широко 

применяются в строительной. В ряде случаев такие конструкции работают в условиях 

динамических воздействий, вызванных, например, работой технологического оборудования, 

движением транспортных средств или прохождением метрополитена мелкого заложения. 

При этом существенное влияние на напряженно-деформированное состояние конструкции 

оказывают как физико-механические свойства основания, так и особенности нелинейной 

работы железобетона, связанные с образованием трещин. 

Вопросы статической работы конструкций на стохастическом упругом основании 

изучен достаточно подробно. В работе [1] рассмотрены задачи изгиба бесконечной плиты и 

бесконечной балки, а в [2-4] вопросы статического расчета железобетонной балки, 

расположенных на стохастическом упругом основании Власова-Пастернака. В этих работах 

коэффициенты податливости основания   и   рассматриваются как случайные стационарные 

функции координаты балки, изменяющиеся по длине случайным образом, а стохастическое 

дифференциальное уравнение изогнутой оси балки интегрируется методом малого параметра 

с последующим применением метода спектральных преобразований. 

Особое место при расчете конструкций на стохастическом основании занимает метод 

статистического моделирования Монте-Карло. В статье [5] авторами предложен алгоритм 

расчета собственных частот балок конечной длины, лежащих на стохастическом 

двухпараметрическом основании, методом статистического моделирования Монте-Карло. 
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Предложенный алгоритм численного метода расчета позволяет учесть взаимную 

коррелированность случайных функций коэффициентов постели   и   и достаточно просто 

получить статистические характеристики собственных частот колебаний балки. А в статье 

[6] представлен алгоритм расчета балок конечной длины по аналогичной методике, но уже 

на вынужденные колебания, в том числе с применением распределения Стьюдента и Лапласа 

вместо нормально, которые позволяют моделировать ситуации с ограниченным количеством 

данных о грунте. 

Научная новизна данной работы заключается в построении двухэтапной 

вероятностной схемы расчета, в которой на первом этапе определяется напряженно-

деформированное состояние балки без учета трещин, а на втором этапе выполняется 

перерасчет с кусочно-переменной жесткостью на участках выявленного трещинообразования 

для каждой реализации случайных параметров. 

 

Модели и методы   

Рассмотрим балку конечной длины, свободно лежащую на стохастическом упругом 

основании с двумя коэффициентами постели. На основании принципа Даламбера 

дифференциальное уравнение вынужденных колебаний балки, на которую действует 

вибрационная нагрузка, изменяющаяся по координате по случайному закону, когда в 

железобетонной балке возникают трещины, можно записать так: 

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )2 2 22

1 22 2 2 2

, , ,
,

г

w x t w x t w x t
m m B x C x w x t C x

t x x dx


  
+  + + − =

  

 
 
 

 

( ) ,p x sin t=  
(1) 

где m

 – погонная масса балки; 

г
m  – погонная масса присоединенного грунта; 

( )B x  –  функция жесткости железобетонной балки; 

( ),w x t  – прогиб балки в сечении с координатой x  в момент времени t ; 

( )
1

C x , ( )
2

C x  – коэффициенты податливости основания, которые рассматриваются как 

нормально распределенные случайные стационарные функции координаты x  с 

математическими ожиданиями 
1

C  и 
2

C , корреляционными функциями ( )
1C

K x x−   и 

( )
2C

K x x−  . Согласно исследованиям [7] и [8] рекомендовано принимать корреляционную 

функцию коэффициента постели в виде: 

( ) ( )  ,      0,  0,i

i i

x x

C C i i i
K x x D e cos x x


  

− − 

− =  −    (2) 

где 
i

C
D  – дисперсия функции ( )

i
C x ; 

i
  –  коэффициенты, характеризующий затухание корреляционных свойств по мере 

удаления точек 𝑥 и 𝑥′ друг от друга, i
  - коэффициенты, отражающий скрытые 

периодичности корреляционных свойств основания, методика определения этих 

коэффициентов приведена, например, в работе [9]. 

Для задания взаимно-корреляционных функций введен такой же «экспоненциально-

гармонический» тип, как для корреляционных функций ( )
i

C
K x x−  : 

( ) ( ) 
1 2 1 2

,       0,  0,ij
x x

C C C C ij ij ij
K x x D D e cos x x



   
− −

 − = −    (3) 
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где 
( )

1 2

1 2

0
C C

C C

K

D D
 =  - коэффициент корреляции при нулевом сдвиге, который принимает 

значения в диапазоне ( )0 1  . Общее свойство стационарных процессов в общем случае: 

( ) ( )( )
1 2 2 1

C C C C
K x x K x x=− − −   [9-10], однако выбранная взаимно-корреляционная функция (3) 

является четной функцией, тогда ( )( ) ( )
2 1 2 1

C C C C
K x x K x x− − − = , а значит в частном случае 

получаем ( ) ( )
1 2 2 1

C C C C
K x x K x x− − = .  

( )p x  рассматривается как нормально распределенная случайная стационарная 

функция координаты x  с математическим ожиданием ( ) M p x p const= = , корреляционной 

функцией ( ) ( ) 2
,

x x

p x
K e cos x x


 

− − 

  − =  где   – дисперсия случайной функции ( )p x , а   и   

– параметры корреляционной функции, характеризующие затухание смешанных дисперсий в 

различных сечениях в зависимости от разности абсцисс. 

Решение дифференциального уравнения будем искать в виде: 

( ) ( ),w x t X x sin t=   (4) 

Так как положение трещин заранее неизвестно, расчет выполняется в два этапа для 

каждой реализации входных случайных параметров. На первом этапе балка рассматривается 

как элемент с начальной изгибной жесткостью [4]: 

( ) ( ) ( )
0

0,85 ,
red b

B R I R E R=   (5) 

где ( ) ( )/
red b s b s

I R I E E R I= +   – приведенный момент инерции; 

( ) ( )550000 / 270
b

E R R R=  +  – начальный модуль упругости бетона 

После линеаризации функции математическое ожидание и дисперсия начального 

модуля упругости бетона [4]: 
2

2

550000 550000 270
; 

270 270
b

b E R
E D D

R

R R

 
= = 

+ +

 
 
 
 

 

(6) 

Тогда вероятностные характеристики распределения начальной жесткости равны: 

( ) ( ) ( )
0

2

0
0,85 ;  0,85

b
red b B R red E

B R I E D I D=  =  (7) 

Подставив уравнение (4) в (1) и сократив обе части на  sin t , и приведя подобные 

можно записать уравнение без учета образования трещин: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2

0 1

IV

г
B R X x C x m m X x


 + −  +  −  

( ) ( ) ( )
2

II
C x X x p x−  =  

(8) 

Применим процедуру обобщенного метода Бубнова-Галеркина на отрезке  ,l l−  для 

приближенного решения дифференциального уравнения. Искомую амплитудную функцию 

прогибов ( )X x  представим в виде конечной суммы: 

( ) ( )
1

,

m

m m
X x A x=  

(9) 

где ( )
m

x  – неслучайные аппроксимирующие функции, каждая из которых удовлетворяет 

граничным условиям; 
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m
A  – случайные коэффициенты. Целью решения является определение их 

вероятностных характеристик. 

Подставим уравнение (9) в (8), а затем, умножив получившиеся тождество на 

функцию ( )
n

x  (условие ортогональности невязки), и вводя упрощающие обозначения: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, 0 1

l l

IV

m n m n m n

l l

B R x x dx C x x x dx    

− −

= + −   

( ) ( ) ( )
2

l

II

m n

l

C x x x dx 

−

− , 

( ) ( )
,

l

m n m n

l

a x x dx 

−

=  , 

  

 

 

(10) 

 

 

 

(11) 

( ) ( ) ( )
,

,  1, 2, ,

l

i p i

l

p x x dx i m 

−

= =  . 
 

(12) 

 

Получаем стохастическую систему алгебраический уравнений: 

( )

( )

2

,1 ,1 1,

1

2

, , ,

1

m

m m г m p

m

m n m n г m m p

a m m A

a m m A





  

  

− +  =





− +  =


  







   






 (13) 

Математическое ожидание коэффициентов 𝛼̃𝑚,𝑛  выражается согласно теории 

случайных функций следующим образом и не будет зависеть от взаимной корреляции между 

𝐶̃1(𝑥) и 𝐶̃2(𝑥): 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1,

l l

IV

m n m n

l l

m n
B R x x dx C x x dxM     

− −

= + −   

( )
2

l

II

m n

l

C x dx 

−

−  

 

 

(14) 

 

Дисперсия коэффициента 𝛼̃𝑚,𝑛  для случая, когда 𝐶̃1(𝑥)  и 𝐶̃2(𝑥)  взаимно 

коррелированы, а случайная величина 𝑅, определяющая начальную жесткость балки 𝐵0(𝑅) 
статистически независима от случайных функций коэффициентов постели, запишется в виде: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, 0 1

2  

m n

l ll

IV

B R m n C m m

l l l

D D x x dx K x x x x


   
− − −

= + − +
 

  
 
 ∬  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 2

II II II

C m m C C m m
K x x x x K x x x x   + − − −   −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

II

C C m m n n
K x x x x x x dxdx   −    −   

 

 

 

(15) 

 

Выражение для определения математического ожидания коэффициентов 
,i p

 : 

  ( )
,

l

i p i

l

M p x dx 

−

=   
(16) 

Для вычисления дисперсий коэффициентов 
,i p

 : 
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( ) ( ) ( ) 
,

 

2

i p

l l

x x

i i

l l

D x x e cos x x dxdx



   

− −

−



−

 =  − ∬  
(17) 

 
После решения системы (13) методом Монте-Карло для каждой s -й реализации 

определяются амплитудные прогибы балки, а также изгибающие моменты без учета 
трещинообразования: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1

; 

m

s s s s II s

m m
X x A x M x B R X x= =  

(18) 

Далее определяется в каких сечениях балки возникнут трещины для каждой 
реализации по условию трещинообразования: 

 
( ) ( ) ( ),  ,

s

crc bt
M x M R R  (19) 

где ( ) ( ),   
crc bt bt pl

M R R R W R=  

После образования трещин жесткость балки на участках с трещинами определяется 
выражением [4]: 

 

( )
( )

( ) ( )
2

0 '

10
,

1,15 18 6

s

crc s s

s s

n R
B R A h E

n R n R



 
=

+ +
 

(20) 

где ( )
( )

s

b

E
n R

E R
= ; 

0

s

s

A

bh
 = ; 

'

'

0

s

s

A

bh
 =  

Тогда для каждой реализаций метода Монте-Карло по длине балки формируется 
кусочно-переменная функция жесткости: 

 

( ) ( )
( )

( )

0
,        

,          
 

s

s

s

crc

B на участкебез трещин
B x

B на участках с трещинами
=




 
(21) 

Для каждой реализации после определения функции жесткости 
( ) ( )  s

B x  уравнение (8) 

запишется: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

2

12
 

s II s s s

г
B x X x C x m m X x

x





 + −  +  −


 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

s II s s
C x X x p x−  =  

 
(22) 

Искомую функцию ( )X x  вновь представим в виде конечной суммы: 

( ) ( ) ( ) ( ),

1

,

m

s s crc

m m
X x A x=  

(23) 

где 
( ),s crc

m
A  – случайные коэффициенты разложения после учета трещинообразования. 

Подставим уравнение (23) в (22), а затем, умножив получившиеся тождество на 

функцию ( )
n

x , и вводя упрощающее обозначение: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
, , 0

 

l

s s s s IV

m n m n m n

l

k B x B x x dx  

−

= + −  (24) 
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Получим систему алгебраических уравнений: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 ,

,1 ,1 1,

1

2 ,

, , ,

1

m

s s crc s

m m г m p

m

s s crc s

m n m n г m m p

k a m m A

k a m m A





 

 

− +  =





− +  =


  







   






 (25) 

В итоге после решения системы (25) получаем соответствующие прогибы и 

изгибающие моменты с учетом трещинообразования по соотношениям (18). Так как после 

перехода к кусочно-переменной жесткости внутренние усилия по длине балки 

перераспределяются, при необходимости для каждой реализации может быть выполнено 

итерационное уточнение зон трещинообразования. Для этого вновь проверяется условие (19) 

после чего уточняются границы с жесткостью 
( )s

crc
B . Процесс продолжается до тех пор, пока 

схема расположения трещин для данной реализации не перестанет изменяться. В данной 

статье в первом приближении был произведен только один перерасчет: сначала без трещин, 

затем с трещинами на найденных участках.  

Далее после статистической обработки результатов в сечениях балки строятся эпюры 

математических ожиданий и стандартов, а также гистограммы распределения в наиболее 

опасном сечении амплитудной функции прогибов для варианта без трещин и с учетом 

трещинообразования. 

Вероятность возникновения трещин в сечении: 

( ) ( ) ( )
1

1
,

N

s

crc crc

s

P x I x
N

=

=   
(26) 

где 
( ) ( )

1,                 

0,       

s

crc

если в s й реализации в сечении x образовалась трещина
I x

если трещина необразовалась

−
=




 

Вероятность превышения допустимого прогиба в сечении: 

  ( )  

( ) ( )
1

1
,

N

s

w w

s

P x I x
N

=

=   
(27) 

где  

( ) ( )
( ) ( )  
( ) ( )  

1,   

0,   

s

s

w s

если X x w
I x

если X x w


=







 

 

Результаты исследования и их анализ 

Введем безразмерную координату 
x

l
 = . Искомую функцию ( )X   будем искать в 

виде суммы двух аппроксимирующих функций: 

( ) ( ) ( )
1 1 2 2

,X A A    = +  (28) 

где 1
A  и 2

A  – случайные числа, а ( )
1

   и ( )
2

   – неслучайные функции, выбранные в 

соответствии с граничными условиями. 
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Так как рассматривается свободно лежащая балка конечной длины, функции ( )
1

   и 

( )
2

   будут выбираться из условия равенства нулю в сечениях 1 =   их вторых и третьих 

производных (рис.1).  

( ) 6 4 2

1
5 15 15    = − + +  (29) 

( ) 7 5 3

2
4, 2 7    = − +  (30) 

 

Рисунок 1 -  ( )
1

   и ( )
2

   – неслучайные функции, выбранные в соответствии с граничными условиями 

 

Расчет стохастической задачи (13, 25) по предложенной методике выполнялся в среде 

MATLAB R2024a со следующими исходными данными: 10 l м= , 1500  /m кг м

= , 200  /

г
m кг м=

, 
4 2

1
1, 5 10   /C кН м=  , 

4

2
0, 5 10  C кН=  , ( )

1

2
6 2

25 10 /
C

D кН м=  , 
2

6 2
2, 5 10  

C
D кН=  , 2

250 /R кгс см= , 

( )
2

2
625  /

R
D кгс см= , 

2
16 /

bt
R кгс см= , ( )

2
2

5, 76  /
Rbt

D кгс см= , ширина балки 0, 25 b м= , высота балки 

0, 5 h м= , 0
0, 45 h м= , площадь растянутой арматуры 4d20 

6 2
1256 10  

s
A м

−
=  , площадь сжатой 

арматуры 2d16 
' 6 2

402 10  
s

A м
−

=  , предельно допустимый прогиб   0, 08 w м= , 
1

1 2 12
0, 5 м  

−
= = = , 

1

1 2 12
0, 3 м  

−
= = = , 1

15 с
−

= , 700  /p кН м= , 2 4 2 2
10    /кН м = , 0, 5 = , 0, 3 = , 0, 6 = , число 

испытаний 30000N = , шаг рассматриваемых сечений по безразмерной координате 0, 05 = .  

В результате численного расчета получены эпюры вероятностных характеристик 

прогибов и изгибающих моментов (рис. 2), а также эпюры вероятностей образования трещин 

и превышения предельно допустимого прогиба (рис. 3). 

В то же время математические ожидания и стандарты прогибов изменяются 

незначительно. Это можно объяснить тем, что в рассматриваемой задаче форма 

деформирования балки в значительной степени определяется работой упругого основания и 

инерционными силами, тогда как снижение изгибной жесткости вследствие 

трещинообразования влияет главным образом на локальные внутренние усилия.  
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В рассматриваемом примере образование трещин происходит преимущественно в 

центральной части балки, где вероятность трещинообразования достигает максимальных 

значений. После учета трещинообразования наблюдается существенное снижение 

математических ожиданий и стандартов изгибающих моментов, что связано с уменьшением 

изгибной жесткости трещиноватых участков и перераспределением внутренних усилий. 

 

 
Рисунок 2 - Эпюры математических ожиданий и стандартов амплитудных прогибов  

и изгибающих моментов 

 

 
Рисунок 3 - Эпюры вероятности трещинообразования и превышения допустимого прогиба 

 
Также надо иметь в виду, что полученные количественные оценки относятся к 

выбранному набору исходных параметров и к двухчленному аппроксимационному 

представлению функции ( )X  . 
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Таким образом, в рамках рассматриваемого примера трещинообразование является 
более значимым фактором для оценки внутренних усилий и зон повреждаемости, чем для 
оценки прогибов балки. 
 

Заключение 

1. С использованием метода статистического моделирования Монте-Карло 
разработана методика расчета балки конечной длины на стохастическом упругом основании 
с двумя коэффициентами постели с учетом трещинообразования основанная на двухэтапном 
алгоритме: первоначальном расчете балки без трещин и последующем перерасчете для балки 
с кусочно-переменной жесткостью на участках выявленного трещинообразования. 

2. В рамках рассматриваемого примера учет трещинообразования слабо влияет на 
математические ожидания и стандарты прогибов балки, но существенно изменяет 
статистические характеристики изгибающих моментов. 

3. Учет трещинообразования необходим прежде всего для корректной оценки 
перераспределения внутренних усилий, вероятности возникновения трещин и локального 
снижения жесткости балки. 
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